Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



3 



Ma-1hjiOM,(,'ä 



I 



SCIENCE CENTER LIBRARY 



1 



Elementarbuch 



der 



Differential- und Integralrechnung. 



<D 



Blementarbuch 



der 



Differential- und htegralrechnnng 



mit 



zablreicheo AnweiidoDgeD ans der Analysis, Geometrie^ 

Mechanik 9 Physik etc« 



für 



technische fcehranstalten bearbeitet 



von 



Friedrich ^utenheimer, 

Rektor der Gewerbeschule in Basel. 



Mit 134 in den Text eingedruckten Holzscbnilten. 



_ "cT 

c 

Weimar, 1865. 

Bernhard Friedrich Voigt. 



Vorrede. 



In der vorliegenden Schrift hat der Verfasser die Elemente der 
Differential- und Integralrechnung so zusammengestellt, wie er sie in 
der Gewerbschule in ßasel, wenn auch in beschränkterem Umfange, 
alljährlich vorträgt. Das Eigenthümliche der Behandlungsweise liegt 
theils in der Anordnung, theils in der Auswahl des Stoffes. 

Die Differentialrechnung wird nicht im Zusammenhange behandelt. 
Auf die Differentiation der Funktionen mit einer Variabein folgen so- 
gleich Anwendungen aus der Analysis und Geometrie. Sodann werden 
einfache Integrale abgeleitet und dieselben sogleich dazu benutzt, um 
zahlreiche Beispiele aus der Geometrie, Mechanik, Physik etc. zu lösen. 
Diese Beispiele sollen einerseits üben im Anschreiben der Differential- 
gleichung und im Integriren derselben, anderseits sollen sie aber auch 
das Interesse für den Gegenstand wecken. 

Erst nach diesen vielfachen anschaulichen Uebungen folgt die 
Viriederholung der Differentiation und die Differentiation der Funktionen 
. mit mehreren Veränderlichen , nebst den gewöhnlichen Anwendungen 
auf Geometrie und Analysis. Hierauf folgen im zweiten Theil der In- 
tegralrechnung: eine Erweiterung der theoretischen Partien, die viel- 
fachen Integrale, die Wiederholung der Integration, etc. nebst zahlrei- 
chen Beispielen aus der Geometrie, Physik, Mechanik. 

Der theoretische Theil ist somit nach methodischen Gesichtspunk- 
ten geordnet und auf das für technische Lehranstalten Nolhwendigste 
beschränkt. Dagegen ist das Gebiet der Anwendung sehr erweitert. 
Diese Anwendungen sollen dem Schüler zeigen, dass es sich hier nicht 
nur um eine Sammlung theoretischer Formeln handelt, sondern dass 
mit wenigen Lehren nach den verschiedensten Seiten hin erspriess- 
liche Resultate gewonnen werden können. 
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Einleitung. 



1. Begriir «nd Beieichiiviig der Fmiktipiieii. In der Formel yz=. 
x^ -\-%x-\-% denke man sich die Grösse veränderlich, so ändert sich 
auch der Werth von ty, d. h. der Werth des gesammten Ausdrucks 
aur der rechten Seite, und zwar entspricht jedem Werth von x ein 
bestimmter Werth von y. Wenn z. B. 

der Werth . . . x := 0, 1, 2, — 1, — 2, . . 
so wird der von y = 3, 6, tl, 2, 4, . . 

Ebenso sei in der Gleichung y = log x die Grösse x veränder- 
lich, so wird auch y, d. h. der Logarithmus von x, sich ändern. 

Die Abhängigkeit der Grösse y von der Grösse x wird dadurch 
angedeutet, dass man nach Johann Dernoulli sagt, es sei y eine 
Funktion von x. Diese Abhängigkeit wird bezeichnet durch 

y = f(x). 

Man liest diese Gleichung: „y gleich Funktion x". Statt f(x) 
wird auch F (x), ff (x), \|/ (x) geschrieben. 

Das Zeichen f(x) enthält keineswegs das bestimmte analytische 
Gesetz der Abhängigkeit^ es wird damit nur die Abhängigkeit der 
GröSfse f(x) von der unabhängig Veränderlichen x im All- 
gemeinen bezeichnet. 

Man weiss, dass das Volumen v einer Kugel von ihrem Halb- 
messer r abhängt, deshalb kann man schreiben v = f(r). Sollte aber 
der Halbmesser als Funktion des Volumens dargestellt werden, so 
würde v zur unabhängig Veränderlichen und es könnte geschrieben 
werden r = f(v). 

AOTBTUijeiMBR, Elementarboch. t 



In gleichem Sinne ist auch die Formel s^f(a;,y) aul^iirassen. 
Es winl durch sie angesehen, dass z in irgend einer Weise von den 
xwei veränderlichen Grossen x, y abhängig sei. 

2. EiitliellHDi der FiaktltBen. Die FuniLtioneu werden nach 
Leibnitz eingeiheill in algehraische und transcendenle. Die 
algebraischen etilstehen durch die Operationen der Addition, Subtraktion, 
Multiplikation, Division und Polenzirung mit konstanten Exponenten. 
Ihre einrachsien Formen sind 

Sie sind alle enthalten in dem allgemeinen Ausdruck 

|Ä+Bi[ + CiL» + .)" , 

Die transcendenten Funktionen enthalten alle übrigen Punktionen, 
nämlich Potenzen mit veränderlichen Exponenten, Logarithmen und 
trigonometrische Zahlen. Ihre einfachsten Formen sind 
■>, log X, äa X. coi I 

Wenn eine Gleichung zwischen zwei veränderlichen Grilsaen in 
Hinsicht der einen Grosse aufgelöst ist, so wird die Funktion eine 
entwickelte (explicite) genannt. So sind ^ ^ sin ^, y := o + 
bx-\-cx'* entwickelte Funktionen von x. Ist die Gleichung aber in 
Hinsicht der einen Veränderlichen nicht aiifgelllst, so heisst sie un- 
entwickelt (impUcile). Solche Funktionen sind 2. B, 

■■ + axy + b=i>. Vi» + y»=:log--. 

Sie werden gewöhnlich durch den Ausdruck f(se,y) bezeichnet. 

3. liMBeirisekeianlellng derFi>ktiHCi. JedeFunktion^^/'C^j 
oder F(x,y)=-{i mit eiuer unabhüngig Veränderlichen lAsst sich nach 
Descartes auf Folgende Weise darstellen. 

aig j Es seien Ax, Ay (Fig. 1) zwei recht- 

winkelige Coordinatcnaxen. Man trage eine 
Reihe sureinander Tolgender Werlhe von x, 
vom Aorangspunkte A aus, auf der Abscissen- 
aie Ax ab, errichte in den Endpunkten die- 
ser Abscissen Lothe auf die Abscissenaie, 
mache diese Lothe, Ordinateu genannt, 
gleich den entsprechenden Werthen von y und 
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verbinde die Endpunkte der Ordinalen, so entsteht im Allgemeinen 
eine knimme Linie, welche das Gesetz der Funktion zur Anschauung 
bringt. Wenn in beistehender Figur die Abscisse Am* des Punk- 
tes m als positiv angesehen wird, so muss die Abscisse An* des 
Punktes n, welche nach entgegengesetzter Richtung vom Anfangs- 
punkt A liegt, als negativ betrachtet werden. Ebenso haben die Or- 
dinalen mm* und nn* entgegengesetzte Richtungen in Bezug auf die 
Abscissenaxe. Wird also mm* als positiv angesehen, so muss nn* 
negativ sein. Abscisse und Ordinate eines Punktes heissen dessen 
Coordinaten. 

Auf diese Weise konstruirt^ giebt die Gleichung y^ = ipx eine 
Parabel, a^ y^ -|- ä* o?* = a* ä eine Ellipse, y = logo? die Logistik. 
Die Gleichung y=^aX'\- b vom ersten Grad ist der einzige Fall, wo 
die Verbindungslinie der Endpunkte der Ordinalen eine gerade Linie 
lieferl. ^ 

4. Stetigkeit der Funktionen. Bei der geometrischen Darstellung 
einer Funktion y = /'C^J oder F(a?yt/) = denke man sich die 
Abscisse a?y von einem bestimmten Werthe an, durch unendlich 
kleine Intervalle wachsend oder abnehmend und die entsprechenden 
Ordinaten aufgetragen. Dadurch entstehen unendlich viele, unmittel- 
bar aufeinander folgende Punkte. Die Stetigkeit der Kurve, also 
auch die Stetigkeit der Funktion, liegt nun darin, dass immer 
je zwei dieser aufeinander folgenden Punkte unendlich nahe aneinander 
liegen, dass also unendlich kleine Aenderungen der Abscissen auch 
unendlich kleine Aenderungen der Ordinaten zur Folge haben. 

Sobald je zwei aufeinander folgende Ordinaten, welche einen un- 
endlich kleinen Abstand von einander haben, eine endliche oder unend- 
lich grosse Differenz geben, so erleidet die Kurve, also auch die Funk- 
tion eine Unterbrechung der Stetigkeit, sie macht einen plötzlichen 
Sprung von einem Ordinatenwerth zum nächstfolgenden. IMan nennt 
denjenigen Wertb von a?, bei welchem die Stetigkeit der Funktion auf- 
hört, eine Grenze der Stetigkeit 

Die Funktionen a-{-a^, axy a}, sin ^^ cos a? ändern sich zwi- 
schen den Grenzen a? = — oo und x-= ■\- QO stetig; ebenso ^, 
wenn n eine ganze positive Zahl bezeichnet. Die Funktionen Ylcy 
log w sind stetig zwischen den Grenzen a? = und x =^ -{- <x>. 

Die Funktion — -- worin n eine ganze, positive Zahl bezeichnen 

X" y 

soll, ist stelig zwischen den Grenzen x ^=^ — oo und ^7 = 0, so- 
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wie zwischen den Grenzen a? = und ;r = -4- co. Dagegen erleidet 
sie eine Unterbrechung der Stetigkeit für ^ = 0, weil ihr Werth f(lr 
07 = unendHcb gross wird und zwar = -{- oo^ wenn a? durch eine 
Reihe positiver Werthe zu Null wird, und = — oo, wenn a: durch 
eine Reihe negativer Werthe in die Null übergeht. 

Ebenso ist -pr r^- für b = a; und ^ . o e für ^ = 2, so- 
lo — x)' x* + 2 X — 8 ' 

wie für o? = — 4 diskontinuirlich , weil für diese Werthe die Nenner 
zu Null, also die Funktionen =^00 werden. 

Die Funktionen cotg a? , cosec ^ werden diskontinuirlich für 
a; = :^a ir^ wo a irgend eine ganze Zahl bezeichnet. Denn es ist 

cos X 1 



cotgx=:— : , cosec X 



sinx smx 

und der Nenner sin o? wird = für j? = -)- « tt. Ganz ebenso 
kann gezeigt werden , dass taug ^, sec o? diskontinuirlich werden für 

2 a + l 

X = -^ — j—^ ^, wo a eine ganze positive Zahl sein soll. 

5. ftrenieii der FHokttoiieii. Man lasse die Variable a: einer Funk- 
tion f(a?) sich stetig ändern. Nähert sich hiebei der Werth der Funk- 
tion mehr und mehr einer bestimmten, konstanten Grösse, ohne diese 
überschreiten zu können, so wird diese Grösse eine Grenze der Funk- 
tion genannt. 

Wenn im Bruche — ^r — die Grössen a und a? positiv bleiben, 

n I X 

jedoch a: mehr und mehr abnehmen soll, so wächst der Werth des 

Bruches ohne Ende und nähert sich der Grösse — als einer Grenze, 

a ' 

welche für o? = erreicht wird. 

Der gewöhnliche Bruch ^ giebt ^ = 0,16666 . . Verwandelt man 
diesen Decimalbruch in die Reihe 

""^"^lü* ' 10» ' 10* ' * '"lOn 

und lässt darin den Exponenten n immer grösser werden, so nähert 
sich die Summe der Glieder der Reihe mehr und mehr dem Werthe 
i und erreicht ihn, wenn n unendlich gross gedacht wird. Folglich 
ist l ein Grenzwerth der vorstehenden Reihe. 

Man beschreibe in einen Kreis vom Halbmesser r ein regelmässiges 
Vieleck von n Seiten und verbinde die Eckpunkte desselben mit dem 
Mittelpunkte, so ist der Winkel zwischen zwei benachbarten Radien 
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= Grade, folglich eine Seile dieses Vielecks = 2 r sin . 

milhin der Umfang dieses Vielecks 

2 r • n sin . 

n 

Dieser Umfang wird sich um so mehr dem Umfang des Kreises 
nähern, je grösser die Anzahl n der Seiten wird. Für ein unendlich 
grosses n erreicht der Umfang des Vielecks den Kreisumfang. Folg- 
lich nähert sich das Produkt 9 sin ( j aus einem ohne Ende 

wachsenden und aus einem oline Ende abnehmenden Faktor einer 
konstanten Grenze, der Grösse ?r, weil der Umfang eines Kreises 
= 2 r TT ist. In diesem Sinne kann tt als Grenze jenes Produktes 
angesehen werden. 



Erster Theil der Differentialrechnung. 



I. iiHmntiatiön Att ^unMiöiien mit tintt ^ariahln. 

6. Entwickelnng des Bifferentialbegriffes. Iq der allgemeinen Glei- 
chung y=zf(x) lasse man x zunehmen um Ao?, so wird y um 
eine davon abhängige Grösse Ay sich ändern. Diese Aenderung 
kann positiv oder negativ sein, je nach der Form von f(x). Nehmen 
wir A y positiv an, so hat man 

y + Ay = f(x + Ax) 

Ay=:f(x + Ax) — f{x) 
Ay_ f(x + Ax)-f(x) 
Ax Ax 

Lässt man in der letzten Gleichung A x ohne Aufhören abneh- 
men, so nimmt auch £\y ab. Wibd Ao? = 0, so wird aucli 
f (x -\- A x) — f (x) = 0, also A y = 0. Für diesen Grenz- 

A Y 
zustand geht also das Verhältniss . über in die unbestimmte 

Form -^. Gleichwohl entspricht dem Ausdrucke — immer ein be- 
stimmter Werth, welcher im Allgemeinen eine Funktion von x ist. 

Um diess zu zeigen, stelle man die Gleichung nach §. 3 geome- 
trisch dar. Es seien (Fig. 2) die Abscissen ^ M* = x, A N' ^=^ 
x-\r^x\ die Ordinaten iUif' = y, N N* =^ y -\' /C:^y. Man 



Ziehe M P parallel lur Absciasenaixe , so isl ^>i- ^ 

MP—£\x, NP = Af/. Wird durch die 
Kurrenpunkte M und N eine Secante gelegt, so 
erhalt man vermöge des rechtwinkeligen Dreiecks 
JVJWP 



Ay_, 



mig N M P. 



Man liehe durch den Rurvenpunkt M eine 
Tangente M G und lasse Ao^ ohne Aufhören abnehmen, so ritckt der 
Punkt A'' gegen M hin, die Secante dreht sich um M und nähert sich 
ohne Aurhüren der Richtung der Tangente. Wenn A j: verschwindet, 
so mil die Secaulfl mit der Tangente zusammen und das vorstehende 
Verhaltniss . ■ geht über in die trigonometrische Tangente 
des Winkels a, welchen die Berührungslinie M G mit der Abscissen- 
axe bilde!. Man hat daher als Grenzwerth 

Da die GrOsse lang a bei jeder Kurve von ticr Lage des Berüh- 
rungspunktes abhangt, so isl lang« eine Funktion der Abscisse, also 
der Grenzwerth -^ eine Funktion von x. 

Dieser Grentwertb ist von grosser Wichtigkeil. Es ist deshalb 
nflihjg, für denselben eine bequeme Bezeichnung einzuführen. Man 
gelangt lu derselben dnrch folgende Betrachtung. 

Bevor die DilTcrenz A ^ zd Null wird , durchläuft sie eine Reihe 
von Wertheo, welche kleiner sind als jede noch so kleine angebbare 
Grosse, d. h. eine Reihe unendlich kleiner Werlhe. Einem solchen 
unendlich kleinen Werlh von Ax^ Mn enispricht auch im Allge- 
meinen ein unendlich kleiner Werth von A y ^= mn. Die unendlich 
kleinen Werthe von Ax, A,y bezeichnet man nach Leibnitz mit 
dx, dy, vertauscht also A mit d und nennt d x, dy DilTerenliale, 
und zwar dx das Diflerenlial von x, dy das Differential von y. 

Hiernach wird das Verhaltniss -^ nur um unendlich wenig vom 

Grenzwerth -rr abweichen, also mit ihm verwechselt werden können. 



Zur sti'engen Erfüllung der Gleichuu); (2) sollte allerdings da; ^=: 
und dy^O sein. Gleichwohl denkt mau sich dx und dy nicht 
als Nullen, sondern als uneudlich klein werdende Grdssen, welche die 
Null zur Grenze haben. Dadurch bleibt dx eine GrOsse, welche mit 
X gleichartig ist. Bezeichnet z. B. x eine Linie, so ist d x auch eine 
Linie ; bezeichne) x eine Flache, so ist dx ebenralls eine PUcbe u. s. w. 
Das Gleiche gilt von dy m Bezug auF y. Kach dieser AulTassung 
kann also mit d x, dy niultiplicirt und dividirt werden, ohne dass 
das Verhältniss -r^ aufbOrt als Grenze des Werlhes -~- zu dienen. 



das Dirrerentialverbflilniss der Funktion y^f(x) genannt. 
Der Vorgang, durch welchen die DilTerentialien der Funktionen abge- 
leitet werden, heisst Dirferentiation und der InbegrifT der Kegeln, 
welche bei der DifTerenliation der Funktionen aurgestellt werden, die 
Dirrerenlialrechnung. 

7. Sifereitlati«! der Fcniel 

(I) y-s«-,_2. 

Man stelle diese Gleicliung geometrisch dar, so entsteht eine Pa- 
rabel GE C (Vig.Z). Nun sei JB^=x die Abscisse und BC = y 
die Ordinale eines Kurvenpunktes C. Man lasse x um BB' ^Ax 
zunehmen und zieba die Ordinate B' C , sodann CD parallel xu 
j4 X, so wird y um A y = /> 6" wachsen. Zieht mau durch die 
3is. 3. Kurvenpunkte C, C eine Secante , so giebt das 

rechtwinkelige Dreieck 

(2) langCCD=A^ 

Aus Gleichung (1) folgt aber audi 

, + Ay = (s + A«)*-(» + Ax)-2 
Aj = 2x.As-Ax + (A!i)» 

(3) -g-^ = 2«-i+Ax. 

Lässt man nun in den Formeln (2) und (3) die GrOsse A x 
ohne Aufhören abnehmen, so nähert sich der Kurvenpunkt C dem 
l'unkle C und die Secante C C der BerUbrungslinie C F, welche 
durch C gebt. Bildet diese BerUbrungslinie den Winkel a mit der 
positivtt^ Richtung der Ahscissenaxe , so erhalt man somit als Grenz- 



h des 



werlb des Verhältnisses (2) 
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tang a i= -7^-. 

Allein das Verballniss (3) konvergirt bei fortwährendem Abaehnien 
gegen die Grenze 2 a; — 1 und erreicht dieselbe für ein verschwin- 
dend kleines A a;; folglich wird sein 

(4) tanga=:2x>— 1. 

Um die Bedeutung dieses Grenzwerthes (4) hervortreten zu lassen, 
lege man der Abscisse a: stetige Werthe von a?= — 00 bis a7=-)-cX) 
bei, so durchläullt der Punkt C alle auf der Kurve liegenden Punkte 
und da die Tangente C F, welche diesem Punkte in seiner Bewegung 
folgt, die Richtung der Kurve im jeweiligen Berührungspunkte angiebt, 
so erhalt man durch den Inbegriff der Werthe (4) eine Vorstellung 
von der Richtungsveränderung der Kurve, also auch von der Schnellig- 
keit, mit welcher sich die Ordinate oder die Funktion ändert, wenn 
sich die Abscisse stetig ändert. 

Die Tangente durch^den Punkt G, welcher nach unten am weite- 
sten von der Abscissenaxe absteht, muss parallel zur Abscissenaxe sein. 
Setzt man also a = 0, so folgt aus (4) 

2x— 1=0, xr=0,5. 

Dieser Werlh von w ist die Abscisse jiäH des tiefsten Punktes G. 
Setzt man diesen VVerth 07 = 0,5 in Formel (1), so erhält man die 
Ordinate des tiefsten Punktes : G H= — 2,25. 

In den Punkten E und L schneidet die Parabel die Abscissen- 
axe. Für diese Punkte ist ^ = 0, also nach Formel (1) 

X« — X - 2 =:: 0, X r= 0,5 ± 1,5. 

Der eine Werth o? = 0,5 -]- 1|5 = 2 ist die Abscisse des Punk- 
tes E, der andere Werth o? = 0,5 — 1,5 = — 1 die Abscisse des 
Punktes L. Setzt man diese Werthe für w in Formel (4), so erhält 
man für die Richtung der Kurve 

im Punkte E . . . tang a = -f 3 
im Punkte L . . . tang « := — 3. 

Die Tangente in E bildet also mit der positiven Richtung der Ab- 
scissenaxe den gleichen Winkel, den die Tangeute in L mit der nega- 
tiven Richluüg dieser Axe macht. 

Die Kurve schneidet die Ordinatenaxe in K. Für diesen Punkt 
ist o? = 0, also nach (4) lang a = — 1. 
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Für a? =^ ^GC wird lang « = ^00; also stehen die Kurven- 
elemente, welche rechts und links von der Ordinatenaxe unendlich 
weit vom Anfangspunkt entfernl liegen, senkrecht auf der Abscissenaxe. 

8. 9iffe)*eiitiatieii der Potem x". Man setze p = ^", wo der Ex- 
ponent jede positive oder negative, ganze oder gebrochene Zahl be- 
zeichnen kann. Wenn a: in of -^ Aa: übergeht, so wird p zu y-\-/\y. 
Deshalb wird sein 

(i) y + Ay = (x + Ax)". 

Durch Entwickelung nach dem binomischen Lehrsatze erhält man 
hieraus 

y + Ay^-v" + nx°'-^Ax+ "^^"^^ x°-«(Ax)« + 

Zieht man (t) hiei*von ab und dividirt mit A Xy so folgt 

Lässt man hierin A x gegen die Null konvergiren, so nähert sich 
der Werth der rechten Seite der Grenze n a^^^ ; folglich erhält man 
für den Fall, wo A x zum Differential d x wird 

oder auch indem man x^ statt y schreibt und mit dx multiplicirt 

(2) d x" = n x""* d X. 

Das Differential der Potenz x^ wird erhalten, wenn man den Ex- 
ponenten n zur Vorzahl macht, den Exponenten um 1 vermindert und 
mit dem Differential der Grundzahl x multiplicirt. 

Nach dieser Regel erhält man 

y = x dy = dx "dx~* 

y = x' d y = 3 X* d X 4^ = 3 x* 

d X 

y = x"^ dyzi:-4x"*dx .1^ — — 4x~* 



dx 



I 



y=:x5 ily = ix »dx dT==«*""^ 

y=:X* dyr^fx^^dx -j^riijx"^ 



— ti- 
li. Bifferenlial einer ttaadratwoiel. Es sei y = VyCx). Man 
setze 9 (x) = r, so kaon man schreiben 

Polglich erhalt man nach Formel (2), §. 8, über das Differential 
einer Potenz 

Oder wenn man wieder die ursprünglichen Zeichen einführt 

T/ dcp(x) 

Somit ist das Differential einei' Quadratwurzel gleich dem Differen- 
tial der Grösse unter dem Wurzelzeichen, dividirt durch das Doppelte 
der Quadratwurzel. 

M. •iffereilial eher fiwktieB Mit kMsUiiteM Faktor. Die gege- 
bene Funktion sei 

y = af(x), 

worin a einen konstanten Faktor bezeichnet. Man setze f(x)=^rf 
so ist nach dem bisherigen Verfahreo 

y + Ay = a(r + Ar) 
Ay = a(r + Ar) — ar = aAr. 

Setzt man hierin ar statt y und geht zum Differential über, so ist 

dar:=adr 

daf(x) = adf(x). 

Hieraus folgt, dass der konstante Faktor bei der Differentiation 
unverändert aus der Funktion in das Differential übergeht und dass 
dieser Faktor vor oder hinter das Differentialzeichen d gesetzt wer- 
den kann. 

Nach dieser Regel wird sein 

y = 2x» dy=2-3x*dx 
^ . . Adx 

2Vx 

IL Mfereitial eties Aggregates. Dieses Aggregat sei 

y = A + f(x)-hq^(x)+.. 

worin A ein konstantes Glied bezeichnet. Man setze f (x) = u, 
g> (x) = r, und führe die gleichzeitigen Werthe m -j- A «, r -[- A y 
ein, so kommt 
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y + Ay = A + (tt + Aii) + (r4Ar) + .. 
Ay = Au + Ar+.. 

Geht man von der Differenz zum DifTerential Ober, so ist 

dy = da-|-dr + .« 

dy = df(x) + d<f)(x) + .. 

Somit ist das Differential eines Aggregates gleich der Summe aus 
den Diflerentialien der einzelnen Glieder und das Differential eines 
konstanten Gliedes gleich Null. 

Wenn y^t + bx + cx*, so ist dy=ibdx + 2cxdx 

y = x" + xP + x^, d y = n x"""* d x -f p xP""* d x + q x'"' d x. 

12. Bifferential eines Produktes ans ?ariabeln Faktoren. Das Pro- 
dukt sei X y, wobei y eine Funktion von x sein soll. Es nehme x 
um A y zu , so wird ^ um A ^ und das Produkt x y um A (xy) 
zunehmen. Folglich erhält man 

xy + A(xy) — {x + Ax)(y + Ay) 

A (x y) = x A y 4- (y + Ay ) A X. 

Wenn Ax ohne Ende abnimmt, so nähert sich y-f-A^ der 
Grosse y als einer Grenze; folglich erhalt man durch den Uebergang 
von der Differenz zum Differential 

d(xy)=:xdy + ydx. 

Somit ist das Differential eines Produktes aus zwei veränderlichen 
Faktoren gleich dem ersten Faktor, multiplicirt mit dem Differential 
des zweiten, mehr dem zweiten Faktor, multiplicirt mit dem Differential 
des ersten. 

Für drei Faktoren, welche von derselben Variabein abhangen, er- 
hält man durch dasselbe Verfahren 

d(xyr) = xydr + xrdy + yrdx. 

Nach dieser Regel findet man " 

y = (a + x) (a — x) d y z= (a — x) d x — (a + x) d x 
y = (a« — X«) X» d y = 5 (a« — x«) x* d x — 2 x« d x. 

13. Bifferential eines Bruches mit veränderlichem Zähler nnd Nenner. 

Im Bruche - seien Zähler und Nenner Funktionen derselben ver- 
r 

änderlichen Grösse. Man setze 

u 
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multiplicire mit r und differentiire die Gleichung u = y r, so folgt 

du=:ydr + rdy. 

Hieraus folgt, wenn - für y geschrieben wird 



rdu — nd r 



/_u^\ rdu — 

\t)- F* 



Das Differential eines Bruches ist also gleich dem Nenner, multi- 
plicirt mit dem Differential des Zählers, weniger dem Zähler mal dem 
Differential des Nenners, alles dividirt durch das Quadrat des Nenners. 

Wenn y = j — , so ist dy 



a + x' ^' (a + x)» 

a , — 2 a X d X 

^""b»+x« ^y— (ba + x«)«"* . 

14. Biferential eines Logaritbins. Die gegebene Funktion sei 

y — log x. 

S^tzt man die gleichzeitigen Werihe x -\- £\ x und t/ -f- A y 
ein, so kommt 

y + Ay = log(x + Ax) 

A y == log (x -h A x) — log-x 

/v I x + Ax - /, ,Ax\ 
Ay = log— I^^ "^'^^i^^-T"/ 

Man multiplicire die letzte Gleichung mit -^— , so folgt 

Entwickelt man die Grösse, von welcher der Logarithmus zu neh- 
men ist, nach dem binomischen Satze in eine Reihe, nachdem man 

A X 1 

noch vorher der Einfachheit wegen = — geschrieben hat, so er- 

hält man 

« ('+i)-='+'+(»-i)+(»-iV)(»-Ä)+- 

A X l 

Lässt man in der Formel = — die Grösse Aa: ohne Ende 

X n 

abnehmen, so nimmt n ohne Ende zu; folglich konvergiren die Brüche 
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2 n ' 3 ii' 4 n ' 5 n' ' 



gegen die Null und es nähert sich in (2) die Summe der Glieder 
rechts einer bestimmten Grenze. Diese Grenze wird erreicht, wenn 
^ X i\x d w wird. Mithin geht Formel (2) über in 

Lust man hierin die Brüche rechts in Decimalbrüche auf und zählt 
sie zusammen, so findet man als Summe der Reihe die Zahl 

2,718281829 . . 

Bezeichnet man diese Zahl mit e, lässt ebenfalls in Formel (1) 
A o: in d x übergehen und benutzt den Grenzwerth (3), so folgt 

oder indem man log x statt y schreibt 

dx 
(4) d log X =: — ;— log e. 

X ( 

In dieser Gleichung ist die Basis des Logarithmensystems gleich- 
gültig. Man nimmt e zur Basis eines Logarithmensystems und nennt 
die entsprechenden Logarithmen natürliche oder hyperbolische. 

Für die natürlichen Logarithmen ist log e= 1, weil der Loga- 
rithmus jeder Basis = t wird. Folglich erhält man für natürliche 
Logarithmen aus (4), wenn logn statt log geschrieben wird 

(5) d logn X = — '—. 

X 

Das Differential des natürlichen Logarithmus einer veränderlichen 
Grösse wird also erhalten, wenn man das Differential der veränder- 
lichen Grösse durch diese Veränderliche dividirt. 

Wenn in der Folge Logarithmen vorkommen und nichts über die 
Basis derselben bemerkt ist, so sind immer natürliche Logarithmen 
darunter verstanden. 

15. Bifferential der Exponentialgrosse a^. In dieser Grösse sei die 
Basis konstant. Man schreibe y ^= a^ und nehme auf beiden Seiten 
die Logarithmen, so ist 

logn y = X logn a. 
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Durch Differentiation dieser Gleichung ergiebt sich nach §. 14 
und 10 

— — 1= d X logn a. 

Man schreibe hierin a' fOr y, so folgt 

(1) da^^ axdxlogoa. 

Das Differential der ExponcntialgrOsse ä^ ist also gleich dieser 
Grösse^ multiplicirt mit dem Differential des Exponenten und dem na- 
türlichen Logarithmus der Basis. 

Wenn die Basis a = & = 2,718 28 . ., so ist logn e = \ und die 
vorstehende Formel geht über in 

(2) de« = ex d x. 

16. Sifferential der Eip^nentialgrosse 9>(i)^. Man schreibe y = u*, 
nehme auf beiden Seiten die Logarithmen, so kommt 

lo^ii y = X logn u. 

Wird ditTerentiirt und berücksichtigt, dass u eine Funktion von x 
ist, so erhält man nach §.14 und 12 

dy da , . , 

— ^ =: X h d X logn u 

y u ^ * 

lind hieraus, wenn der Werth von y eingeführt wird 

d u« = X tt»— * d u + u« d X logn u. 

Somit besteht das Differential aus zwei Theilen. Der eine Theil 
wird erhalten, wenn man in ü^ den Exponenten konstant; der andere 
Theil, wenn man in u^ die Grundzahl konstant betrachtet. 

17* fiferential ehe» Sinns. Man setze ^ = sin o:: und betrachte 
die Grosse o: als Bogen, beschrieben mit dem Halbmesser = 1. Lässl 
man x übergehen in x-^Ax, so wird y zu y -^ A y und man 
erhält 

y + A y = »in (x + A x). 

Entwickelt man sin (a^ -]- A a) in zwei Theile und zieht y = 
sin X ab, so kommt 

A y = «In X CO« A X -j- cos x «in A x — «In x. 

Nun ist aber cos A o; = 1 — 2 sin (— ö")» folglich giebl das 
Vorstehende 
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VAx 



/ Ax\ 
/^ y = CO« X sin A X — 2 »in X sin ( — «— ) 

,„ Ay sinAx . '*" VT") . /Ax\ 

Nimmt hierin A x ohne Ende ab, so konvergiren die Brüche 



»in Ax 



. / Ax \ 



Ax (A,,) 

gegen die Einheit als einer Grenze, weil bei abnehmenden Bogen der 
Sinus sich mehr und mehr dem Bogen ndhert, während der Faktor 

sin (— 2~~) "" zweiten GHede rechts in (t) gegen die Null konvergirl. 

Folglich nähert sich in (1) das erste Glied rechts der Grenze cos x 
und das zweite der Grenze Null. Wenn A x zu d x wird, geht so- 
mit Formel (1) über in 

(2) d sin x = co» x d x. 

Das Differential des Sinus eines Bogens ist hiernach gleich dem 
Cosinus dieses Bogens^ multiplicirt mit dem Differential des Bogens. 

18. Sifferential eines Cosinus. Es ist 

CO« X =: y 1 — sie' X. 

Wird auf beiden Seiten differentiirt unter Berücksichtigung von 
§. 9^ 8 und 17, so erhält man 

. — 2 sin X cos x d x 

d CO» X =3 , — . 

2 V l — »in »x 

Ersetzt man hierin die Wurzel im Nenner durch cos x, so kommt 

d CO» X = — sin X d X. 

Folglich ist das Differential des Cosinus eines Bogens gleich dem 
Sinus dieses Bogens, mit entgegengesetztem Zeichen genommen, multi- 
plicirt mit dem Differential des Bogens. 

19. SifferentiaL der Tangente und Cotangente.^ Es ist 

•inx . co»x 

tang X =z cotang x = 



cos X sin x 

Da die Differentialien von sin x und cos x bekannt sind, so er- 
hält man nach der Regel über die Differentiation eines Bruches, §.13 



d Ung X = ; d \ l) «OtsngK = ;— j d \. 

Um die Übrigen IrigOBometrischen Funktionell zu difTerenlüren, 
berUcksicblige man die Relalioaen 

_ 1 __ 1 

so Mgl unter Anwendung vorangegangener Regeln 

(2) d sec X = -^!5JL d X d CMBC x ^ ^^ d v. 

(3) dainvcrix = iioxdx deMven x = — coi x d x. 

2t. ilfferenti«! der KreUhaktivHek AreisRliRS aid ArcuessiM». 
Es sei der Halbmesser ^ B (Fig. 4) eines Kreisbogens =: 1 , der 
Kreisbogen B C ^= m. Zieht man C Ü senkrecbl auf A B und selzl 

C fl = j,, ^ /> = j,, so ist 

(I) y = 5lnx t = co«x. ^'B- ■*■ 

In diesen Gleiciiungen sind y und x als Funk- 
tionen des Bogens x dargestelll. Wenn umgekehrt 
der Bogen als Funktion des Sinus oder Cosinus aus- 
gedrückt werden soll, so schreibt man 

(I) x = »Tc(.iir=y) x = «rc(co» = z). 

Diese Gleichungen sagen: x ist der Bogen (Arous), dessen Sinus 
^= y und dessen Cosinus =^ x. 

Um das Differential dx des Bogens zu erhalten, 'dilTerentiire man 
die Formeln (I). Man erhalt 

dy ^CMx dx ds=^ — siaxdx. 



(3) dx = 



dy 



In diesen Gleichungen muss cos x durch y und sin x durch s 
»usgedrückt werden. Nun ist aber vemiOge der Formeln (1) 



Hierdurch gehen die Gleichungen (3) Ober in 



— is- 
olier weon man die Werthe von x aus (2) hier einfOhrt, 

dy 

(4) d arc (sin = y) = ^^ 

V 1 — y' 

(5) d arc (cos = r) := - 



21. Sifferential toh ArcHstangens und Arcascotangens. Es sei 

(I) yi=tangx r = cotgx; 

drückt man x als Funktion von y und r aus^ so schreibt man 

(2) X = arc (tang = y) x = arc (cotg = r). 

In diesen Formeln bezeichnet x einen Bogen, beschrieben mit dem 
Halbmesser = 1, dessen Taogente = y und dessen Cotangente = r 
sein soll. Man sucht das Differential des Bogens x. 

Die Differentiation der Formeln (1) giebt 



j dx . 



x 



cos ®x sin *x 



(3) d X = cos * X d y, d x = — sin *x d r. 

fiierin sind cos x und sin x mit Hülfe der Formeln (1) auszu- 
drücken durch y und r. Nun ist aber nach bekannten trigonometri- 
schen Relationen 

cos *x = 



sin 'x =r 



l + tang • X l + y** 
l • l 



l + cotg«x l+r«' 

Setzt man diese Werthe und die von x aus (2) in (3), so erhält 
man die gesuchten Differentiale 

dy 



(4) d arc (tang = y)=: 

(5) d arc (cotg =: r) = 



dr 



Auf ähnliche Weise findet man 

dx 



(6) d arc (sec = x) m 



(7) d arc (cosec = x) = — 



x Yx« — l ' 
dx 



xVx»— l 



dx 
(8) d arc (sin vers = x) =: — 

V 2x--x« 



N 
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22. Bifferentiati«! der Füiktbiei ?«ii hnktiraeB. Die veränder- 
liche Grösse einer Funktion ist öfters eine Funktion einer andern ver- 
änderlichen Grösse. Diess ist z. B. der Falt in den Ausdrücken 

log (x + 2 \*)j log sin X, tang Va* — x*. 

Solche Funktionen können durch eine passende Substitution oder 
Transformation immer auf eine der einfachen Funktionen gebracht 
werden, deren Differentiale bisher abgeleitet wurden. Einige Beispiele 
werden diess zeigen. 

a) Es sei zu differenlüren 

y = (a + b X«»)". 

Man setze a + Ä 0?",= r, so ist y = r", also d y = n r"~^ dr 
und d r =(m b 3Ei^~^ d x. Drückt man r wieder durch x aus, so folgt 

d y = (a + b X») / ra b x«-l i x. 

b) Die gegebene Funktion sei 

yz=«inV^a' — x*. 

Man setze V^a* — x^ =^ r, so ist y = sin r, d y = cos r d r, 
dr^= — ^,\ ^ , folglich 



Yi^-^x 



X d X 



. Ä u Ä -I r- 

d y = — - cos V a 



» — X» 



c) Es sei gegeben 

y = log y (x). 

d r 
Man setze 9 (x) = r, so ist j/ = log r, dy = -j^; milhin 

d log «p (x) = — Vt^- 
»^'^ ^ y(x) 

Hieraus erhält man unmittelbar 

j I / ^ d X j I . <50Ä X . 

d log (a — x) = d log sin x = — ; d x. 

^ ^ ^ a — x ® sin X 



i/^ Zu differentiiren 



y = •»+»»'. 



Für ;r -|- 2 o?* = r erhält man y = a', dy = a^ d r log a, 
«f r = (1 -f* ^ ^) ^ ^; folglich, indem man r durch o: ausdrückt 

dy=:a*-*"**'(l+4x)dx.loga 
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e) Es sei 



X 



Man setze a* = r, so ist y =: e^ , dy =^ e' rfr; allein dr = 
ä^ log a £?^; folglich 



X 

dy = e* • a^ loga dx. 



Auf diese Weise können folgende Formeln abgeleitet werden 



d X ' 

d cos log X = sin log x 

X 



d arc 



dlog 



1— x«\ 2dx 



/. 1— x«\ 

vr^ 4- y"i — X dx 



y"i+x — yi — x xYi— x«' 



23. Sifferentiation unentwickelter Funktionen. Die allgemeine Form 
solcher Funktionen (§. 2) ist f(a?, y) = 0. Hierbei ist es gleichgül- 
tig, welche der Grössen x, y die unabhängig Veränderliche sei. Man 
betrachte x als unabhängig Variable und bestimme den Differential- 

quotienten ■^. 

Die Funktion f(x,y) muss immer = sein, welche gleichzei- 
tigen Werthe man für Xy y in dieselbe einführen mag. Setzt man 
daher rc -[- A o; für o;, y -f- A y für y, so wird man haben 

f(x + Ax,y + Ay) = 0. 

Folglich der Unterschied beider Zustände derselben Funktion 

f(x + Ax,y + Ay)-f(x,y)=:0. 

Indem man /'('o; -{- A a;/y/addirt und subtrahirt, erhält man 

... f(x + Ax,y + Ay)-f(x+Ax,y) Ay , f(x + Ax,y)--f(x,y) _ 
^^ Ay "Ax"^ Ax -"• 

Allein die Grösse f(x -|- A a;, y -\-/C\y) — f (x -\- L. x, y) 
ist die Differenz zweier Zustände derselben Funktion, in welchen Zu- 
ständen die Variable x den gleichen, die andere Variable verschiedene 
Werthe hat. Folglich ist 

f(x + Ax,y + Ay)-f(x + Ax,y) _ Af(x-i-Ax,y) 

Ay "~ Ay • 

Ganz aus gleichem Grunde wird sein 

f(x+Ax,y)-f(x,y) _ Af(x,y) 
Ax Ax 
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Setzt man diese Werthe in (1), so folgt 

Af(x + Ax,y) Ay , Af(x,y) _ 
Ay ■ Ax "^ Ax -"• 

Nimmt A x ohne Ende ab , so konvergirt -%^ gegen die be- 

Z-A X 

stimmte Grenze -j^ =: tang a (§. 6, Formel 2) , während x -\- A x 

sich dem Werthe x ohne Ende nähert. Folglich erhält man aus (1) 
für den Grenzzustand 

df(x,y) dy . df(x,y) _^ 
dy d X '" d X 

df(x,y) 
dy _ dx 



(2) 



dx df(x, y) 

dy 



Die Grösse — ^'^ ist der Differentialquotient der gegebenen 

«7 

Funktion, wenn in ihr nur y als veränderlich angenommen ist, und 

d f (x v) 

— . ' " - der Differentialquotient der Funktion, wenn dieselbe nur 

in Hinsicht x difierentiirt wird. Um also den Quotienten -r^ zu fin- 
den, bilde man die Differentialquotienten der Funktion in Hinsicht x, 
sodann in Hinsicht y, dividire den erstem durch den letztern und 
nehme das Resultat mit entgegengesetzten Zeichen. 

Die Gleichung (2) kann auch wie folgt geschrieben werden 

(3) AlplL.iy+AlplL.i^=,o. 

dy •' dx 

Mithin zerßlllt das vollständige Differential der Gleichung f(x,y)=0 
in zwei Theile. Der eine Theil wird erhalten, wenn man die Glei- 
chung nur in Hinsicht der einen Veränderlichen differentiirt, der an- 
dere, wenn man sie nur in Hinsicht der andern Veränderlichen diffe- 
rentiirt. Diese Theile nennt man die partiellen Differentiale der Glei- 
chung. Das totale Differential ist also die Summe aus den partiellen 
Differentialien. 

Beispiel 1. Die allgemeine Gleichung vom zweiten Grad mit 
zwei Veränderlichen ist 

Ay« + Byx + Cx« + Dy4-Ex + F = 0. 
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Mithin 

Diflferenlial in Hinsicht yr=(2Ay + Bx4D)dy 
Differential in Hinsicht xz=(2Cx + By+E)dx 
Vollständiges Differential als Summe der partiellen 

(2Ay + Bx-l-D)dy + (2Cx + By + E)dx=:0 
n-ff .1 .• ♦ <*y 2Cx+By + E 

Differentialquotient •^ — — 2Ay4-Bx-1-D ' 
Beispiel 2. 

f (x, y) = V «« - X» sin y + log^^ = ^ 

Differentialquotient in Hinsicht x.. — . ^ ~ y « « ' 



a — X 

X 



Differentialquotient in Hinsicht y . - — ^'^ = V a« -- x« co» y + -77 



dy ^-^ • (a~y)« 

xsiny 1 



dv Va* — x* ■ — X 

Differentialquotient -j^ — — ^_ 



Va* — X* cos y + 



(a - y)* 

Da übrigens in ffx, y) = die Grösse y eine Funktion ist von 
X, so kann diese Gleichung auch unmittelbar nach den Regeln diffe- 
rentiirt worden, welche über Summen, Produkte, Quotienten, etc. ent- 
wickelter Funktionen aufgestellt wurden. Dadurch wird jedes Glied 
im Differential entweder dx oder dy als Faktor enthalten. Fasst 
man alsdann die Glieder mit dx, ebenso diejenigen mit dy zusam- 
men, so erhalt man dadurch die partiellen Differentialien der Gleichung. 
Nach diesem Verfahren erhält man aus 

y 

ylogx + xa 4-b = 

d X V Y 

d y log X + y — '■ — |- d X a'' + x a*^ log a d y := 0, 

also indem man nach dy und dx ordnet 

(log X -j- X a^ log a) d y -h T-^ + a' j d X =: 0. 



II. J9n:a)eimum und ä0ninimum &tr JunWionefl. 

34. Erkliroig Tag laxlBM mi IIüImib m* BtstlMMugswelw 

ierseften. Man denke sich die Gleichung y = f(x) oder f(x, y}^(t 
geometrisch dargeslellt und lasse die unabhängig Veränderliche x sich 
stetig ändern, so ist es möglich, dass die abhangig Veränderliche y, 
d. h. die Funktion von x, bis zu einem gewissen Werthe ^ B 
(Fig. 5 und 6) wachst und dann wieder abnimmt. In diesem Fall 
nennt man jenen grOssten Werlh der Funktion ein Maximum. Die 
Funktion kann aber auch bis «u einem gewissen Werthe CD (Fig. 7 u. 8) 
abnehmen und sodann wieder wachsen. Alsdann heiist jener kleinste 
Werth der Funktion ein Minimum. 



Es ist möglich, dass eine Funktion keine Hanima- oder Minima- 
Werlhe hat oder dass sie deren mehrere besidl. 

Legt man durch die Punkte j4 und D Tangenten an die Kurven, so 
mOssen diese Tangenten parallel tur Abseissenaxe an sein, weil die 
Nachbarordinaten zu beiden Seiten von ^ B kleiner als A B, und zu 
beiden Seiten von C D grllsser als C D sind. 

Wegen dieser Lage der Tangenten durch A und B muss der 
Dißerenlialquotient -^ der gegebenen Funktion ;:= sein. Uenn 
in §. 8 wurde gezeigt, dass -j^ = lang «, wo o den Winkel be- 
zeichnet, den die Tangente an die Kurve (durch den Punkt x, y) mit 
der Abscissenaxe bildet. Wenn nun a=Ö, so muss auch -^ =0 sein. 

Man leite also den DüTerentialquolienten -r^ ab, setze ihn ^ 0, 
bestimme daraus alle möglichen Werthe von x und führe sie in 
die gegebene Funktion ein, so können die daraus hervorgehenden 
FunktiwiBwerth« Huinia- und Minima-Werthe sein. Es ist jedoch 
nicht nothwendig, dass sie solche sind. Denn die Werihe von x. 
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welche aus der Gleichung -p- = hervorgehen, können auch, wie 
dit! beiden Figuren 9 und 10 zeigen, andere eigenthümliche Punkte 
3<8' 9' ^ig. 10. E, H der Kurven anzeigen, in beiden 

1 Kurven ist die Tangente durch die Kur- 
venpuukle E, H ebenfalls parallel zur 
Abcissenaie; allein beim ersten Punkt 
tritt eine Wendung in der Krümmung, 
beim zweiten eine Unterbrechung im 
Lauf eines oder mehrerer Kurvenflste ein. Der Punkt E heissl Wende- 
punkt, der zweite eine Spitze der Kurve. 

35. HcBHeleheB der lula» ud IIbIbs der NiklitHW. Es sei 
y := f(x) oder F (x, >> = gegeben. Man stelle diese Funktion geo- 
metrisch dar. Die rechtwinkeligen Coordinaten eines Kurvenpunhtes 
seien ^ B := x, B C = y (Fig. tt a). Lasst man x Übergehen in 
X -{- dx, so geht y Ober entweder in D E ^ y -\- dy oder in 
5ifl. lt«. D G ^ y — dy, jenachdem die Ordinate um 

EF zunimml oder um GF abnimmt. Im ersten 
Kall haben dx und dy gleiche, im zweiten 
Fall entgegengesetzte Vorzeichen. Daraus folgt: 
a) Wenn in einer Punktton die unabhängig 
Veränderliche x wSchst und es haben dabei d x 
und dy gleiche Vorzeichen, so wachst auch die 
Funktion y. Haben dagegen dx und dy entgegengesellte Zeichen, 
so nimmt die Funktion ab. 

b) Wenn in einer Funktion y die unabhängig Verlnderlicbe x 
wächst und es geht hierbei das Ditferential d y stetig von positiven 
Werthen durch die Null in negative Werthe Ober, so wird die Funktion y 
wachsen bis zu dem Werthe von x, welcher dy ^f) macht und so- 
dann abnehmen. Folglich wird y ein Maximum, wenn d y ^ 0. 

c) Wenn für wachsende Werthe von x das Differential dy stetig 
aus negativen Werthen durch die Null in positive übergehl, so wird y 
abnehmen bis zu dem Werthe von x, welcher dy ^ macht. Folg- 
lich wird y ein Minimum, wenn d y :=^ 0. 

d) Wenn für wachsende Werthe von x das Differential stetig aus 
positiven Werthen durch die Null in positive oder aus negativen Wer- 
then durch die Null in negative übergeht, so wird im ersten Fall die 
Funktion y immer wachsen, im iweilen immer abnehmen. Also enir 
spricht den Werthen von x, welche dy = <i machen, ein Wendepunkt 
der Kurve. 
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e) Wenn für die wachsenden Werthe von x das Differential stetig 
aus positiven oder aus negativen Werthen in die Null übergebt und 
es ist der Werth von x, welcher dy = macht, eine Grenze dw 
Stetigkeit der Funktion, welche den Lauf der Kurve unterbricht, so 
entspricht diesem Werthe von x eine Spitze der Kurve. 

2€« Aufgabe. Eine gerade Linie von der Länge a in zwei solche 
Theile zu theilen, dass das Rechteck aus beiden Theilen ein Maxi- 
mum wird. 

Der eine Theil der Geraden sei x, so ist der andere a — o? und 
die Rechtecksfläche y = x (a — x). Mithin wird sein 

dv 
y = ax — X» -r^rra — 2x. 

dx 

Setzt man -~- = , so folgt a — 2a: = 0, x = -—-. Nun 
kann x, dem Sinne der Aufgabe entsprechend, von o; = bis o; = a 
wachsen. Wächst x von bis -^-f so bleibt dy positiv, also wächst 

auch y/ nimmt x von -^ bis a zu, so wird dy negativ, also nimmt y 

ab. Folglich wird y ein Maximum für x = -^. Mithin muss die Ge- 

rade in zwei gleiche Theile getheilt werden, wenn das Rechteck ein 
Maximum werden soll. Unter allen Rechtecken von gleichem Umfang 
hat somit das Quadrat den grössten Inhalt. 

27. Aifgabe» Zu zeigen, dass unter allen Rechtecken, welche in 
einen Kreis beschrieben werden können, das Quadrat den grössten 
Umfang und die grösste Fläche hat. 

Der Durchmesser des Kreises sei = a, der Winkel , welchen die 
Diagonale a des Rechtecks mit einer Rechtecksseite bildet = a, der 
Umfang des Rechtecks = u und dessen Fläche = y, so wird sein 

u = 2 a (sin a -\- cos «) -i — = 2 a (cos a — sin o) 

da 

dv 
y = a» sin « cos a -j-^ rr a* (cos *a — sin •«). 

da 

Setzt man -j~ = und -j|- = , so folgt in beiden Fällen 

n 
sin a =: cos a. az=z —-, 

4 
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Der Winkel a kann sich hier von a = bis a =:: y ändern. 
Wächst a von bis ^-, so bleibt sowohl duy als auch dy positiv; 

7t '7t 

also wachsen auch u und y. Wächst a von -r \^\^ y> ^^ werden 
du und dy negativ; also nehmen u und y ab. Somit wird sowohl 
u als y ein Maximum für a = ^^ also wenn das eine beschrieben«» 
Rechteck ein Quadrat ist. 

28. Aufgabe. Es seien a, b zwei konstante Seiten eines Dreiecks 
und 7 der von ihnen eingeschlossene Winkel. Bei welchem Werthe 
von 7 wird die Dreiecksiläche F ein Maximum? 

Betrachtet man a als Grundlinie des Dreiecks, so ist b sin 7 
dessen Höhe; folglich wird sein 

dF 
F = J a b sin y —3 — r=: J a b cos y. 



Aus der Bedingung -^ — = folgt cos 7 = 0, 7 = y . Nun 



dF^ ^ « , . ^ ^ 

kann 7 sich von bis tt ändern. Nimmt 7 von bis -» 2U, so bleibt 

7t 

d F positiv , also wächst F/ nimmt 7 weiter von y bis tt zu , so 

wird rfF negativ, also nimmt F ab. Folglich wird F für 7 = 2 

ein Maximum. Die gegebenen Seiten müssen also rechtwinkelig zu 
einander stehen, wenn die DreiecksQäche ein Maximum sein solh 

29. Aufgabe. Ein Gylinder habe ein konstantes Volumen V. Aen« 
dert man das Verhältniss der Cylinderhnhe h und des Halbmessers x 
der Grundfläche, so ändert sich auch die Oberfläche F des Gylinders. 
Bei welchem Verhältniss von h und x wird F ein Minimum? 

Für das Volumen und die Oberfläche des Gylinders hat man 

V = 7rx*h F=:27rx» + 27rxh. 

Wird hieraus h eliminirt und die erhaltene Gleichung diflerentiirt, 
so folgt 

_, _ . , 2V dF , 2V 



d X x 



9 



H F 

Setzt man diesen Werth von -j — = 0, so findet man 

d X 



=f:4- 



Nimmt x von bis zu dem Werthe \7 Yi, '" ■ ^ bleibt d F 
negativ und F wird kleiner; nimmt es noch weiter zu, BO wird dF po- 
sitiv und F wird grösser. Folglicb wird /"ein Minimum für x =^ y ^n' 
Bei diesem Werthe von x wird A = 2 a;, d. b. die Oberfläche eines 
Cylinders von gegebenem Kflrjierinhalt ist ein Minimum, wenn die Hübe 
gleich ist dem Durchmesser. 

Ein Geßiss, das eine warme Flüssigkeit enthalt, wird am wenig- 
sten Warme durch die Oberfläche verlieren, wenn diese Oberfläche ein 
Minimum ist. Folglicb wird bei einem cylindrischen Geßsse, das diese 
Bedingung erfüllt, die Hübe gleich dem Durchmesser sein müssen. 

M. Aa^be. Man soll den grOasten Cylinder suchen, der aus 
einem gegebenen Kreiskegel gescbnitlen werden kann. 

Es sei der Halbmesser A B der Kegelgrund- 
flache = R, die Hohe B C des Kegels = A, der 
Halbmesser D E des Cylinders = x, die Hübe B E 
des Cylinders = y und das Volumen des Cylinders 
:= F, so erhalt man folgende Proportion 
CE _ C^B h — y __ h 

D E ~ A B • X ~ R " 

Man eliminire aus dieser Proportion und der Gleichung f^^irx^y 
die Gr&sse t/, so kommt 



Setzt man diesen DifTerentialquotienten = 0, so folgt 
\ — Dod X = { R. 

Für X := wird der Inhalt des Cylinders == 0, also zu einem 
Minimum. Lasst man x von bis f A wachsen, so bleibt d V posi- 
tiv, also wuchst auch f^. Wachst x weiter bis fl, so wird d V ne- 
gativ, also nimmt V ab. Hithin wird P' ein Maximum für ;>; = |A. 
Setzt man diesen Werlb in obige Proportion , so fmdet man 
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Der grOsste in einen Kegel beschriebeae Cylinder hat also zur 
Hohe ein Dritlel von der Hohe des Kegels. Der Inhalt diese« grOssten 
Cylinders ist } vom Inhalt des Kegels. 

31. Anfgabc. Aus jedem Kreisausschnitt lässt sich der Mantel 
eines Kegels bilden. Der Kubikinhalt A' des Kegels hangt ab vom 
Centriwinkel x des Kreisausschnittes. Nshert sich x der Null oder 
360 Graden, so nimmt ^ rasch ab. Für einen bestimmten Wertb des 
Cen tri Winkels wird der Kubikinhalt des Kegels zu einem Maximum. 
Man soll diesen Winkel bestimmen. 

Es sei R der Radius des Kreisausschnittes und b sein Bogeo, so 
bat man 



Es sei y der Radius der Grundfläche und h die Hube des Ke- 
gele, so wird h^^^tty. Setzt man diese beiden Werthe von h ein- 
ander gleich, so folgt 



auch 
h» = R" - 



!'' = (w)'f'*"''-'''> 



Setzt man die vorstehenden Werlhe vod y und h in die Formel 
y ^ ^y^-nk, so erhalt man als Ausdruck fUr das Volumen des Kegels 



Oder indem man zur Abkürzung -5- (ggn) ^ ^ ^^'^^ 
V = cV360« X« — X« 



Für -^ = wird 

2 . (360)« — 3 x" = 0, \ = 360 VT^ 293,938. 
Der Centriwinkel des Kreisausschnittes muss also nahezu 294" 
betragen. 

32. Aifgabe. In der Physik, Mechanik, Astronomie, praktischen 
Geometrie etc. sei eine Grtisse x durch Beobachtung zu ermitteln. 
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Bei n aufeiDander folgenden Versuchen finde man dafür die Werthe 
tti, a^y Ag, . . an. Da diese Grössen vom wahren Werthe x etwas ab- 
weichen, so sind X — a,, x — a^, . . x — an die Fehler der Be- 
obachtungen. 

Nun hat Gauss gezeigt, dass die aus der Beobachtung zu be- 
stimmende Grösse x am richtigsten wird, wenn die Summe der Quadrate 
der Beobachtungsfehler ein Minimum ist. Nach dieser „Methode der 
kleinsten Quadrate" mnss also die Funktion 

y = (x-ai)»H-(x-a,)»H-.. + (x-an)« 

ein Minimum sein. Nun ist 

^ =, 2 [(x - a, ) + (X - a,) + . . + (x - an)]. 
Setzt man diesen DifTerentialquotienten = 0, so folgt 

ai. + >8 + >a + .- + «ii 

n 

Dieser Werth von x ist das arithmetische Mittel aus sämmtlichen 
Beobachtungen. Lässt man x von bis zu diesem Mittel wachsen, 
so bleibt d y negativ, also nimmt y ab. Nimmt x noch weiter zu, so 
wird dy positiv, also wächst y. Folglich wird y ein Minimum fUr 
diesen mittleren Werth von x. 

Aus einer Anzahl Beobachtungen wird der richtigste Werth erhal- 
ten, wenn man das arithmetische Mittel dieser Beobachtungen nimmt. 

33. Aufgabe. In einem Dreieck sind eine Standlinie c und die 
beiden anliegenden Winkel j4 und B gemessen. Man soll bestimmen, 
welchen Einfluss der Fehler, welcher am Winkel j4 haftet, auf die 
gegenüberliegende Seite a ausübt (Fig. 12). 

Man hat die Relation ^Ptg. 12. 

a : c = sin A : sio C, a sin C = c sin A 

oder da sin C = sin (A -\- B), so hat man auch 

a sin (A + B) = c sin A. 

Nimmt man auf beiden Seiten die natürlichen Logarithmen, so 
kommt 

log a + log sin (A + B) = log c -f log sin A. 

Denkt man sich hierin A und a veränderlich und B und c kon- 
stant, so erhält man durch Differentiation 
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da _ cogA ' cQg (A + B) . . 

a ~ «in A ßiii(A-|'B) 

da iufi B d A 



a sio A sio (A -[- B)' 

Die Aenderung, welche bei denselben Wertheo von d A das Ver- 

hältniss — ^ erßihrt, bangt vom Werth des Winkeis Ay also vom Werth 

da 
des veränderlichen Nenners sin A sin (A"\-B) ab. Es wird — grosser^ 

wenn dieser Nenner abnimmt und ein Minimum, wenn der Nenner ein 
Maximum wird. Man bezeichne diesen Nenner mit y, so ist 

-r^ =r sin A cos (A + B) + cos A sin (A + B) 
d A 

0) -^ = 8in(2A + B). 
Setzt man diesen Differentiaiquotienten = 0^ so erhält man 

2A + B=:0, 2A + B = 7r, 2A+B=:2 7r, .. 

Die Bedingung 2A -^^ B =^0 kann nicht bestehen, weil sonst einer 
der Winkel A, B negativ sein müsste, was dem Sinn der Aufgabe nicht 
entspricht. Die Bedingung 2 A -\- B =^2 ir ist ebenfalls unzulässig, 
weil 2(A'\-B-{-C) = 2nrmA2A-{-B<i2(A-\-B-\-C) ist. 
Deshalb wird sin (2 A -\- B) ^= ^^ wenn 2 ^ -f- 5 = tt, also wenn 

A— -i(7r — B). 

Lässt man in der Formel (1) den Winkelt von bis ^(ir — B) 
wachsen, so bleibt d y positiv, also wächst y. Wächst A noch weiter, 

so wird d y negativ, also nimmt y ab. Folglich wird y ein Maximum, 

da 
also ein Minimum, wenn A ^= 4 (n^ — B). 



a 



Seilt nsB diesen Werth von A in die Formel ^ -f- jB + C = tt, 
60 folgt 

d a 
Folglich wird C = ^ für den Fall , dass — ein Minimum wird. 

Nun sei d A die Grösse, um welche A fehlerhaft gemessen wurde, 
so wird d a der Fehler der Seite a sein. Der kleinste Fehler , wel- 
cher beim Messen eines Winkels an der gegenüberstehenden Seite ent- 
steht, tritt somit ein, wenn die Standtinie und die berechnete Seite 
einander gleich sind. 
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Setzt man min a = c voraus und berechnet den Einfluss, wel- 
chen der Winkel B aaf die gegenüberstehende Seite b hat, so ergiebt 
sich in gleicher Weise, dass die Standlinie e und die gesuchte Seite b 
einander gleich sein müssen, wenn der Fehler der Seile b ein Mini- 
mum sein soll. Daraus folgt, dass, wenn aus einer Seite und 
den beiden etwas fehlerhaft gemessenen anliegenden Winkeln die übri- 
gen Stücke zu berechnen sind, die Fehler dieser Stücke ein Minimum 
werden, wenn das Dreieck gleichseitig ist. 

34. Aufgabe« In der geraden Linie, welche zwei leuchtende Punkte 
M und N verbindet, soll diejenige Stelle B bestimmt werden, in wel- 
cher die schwächste Beleuchtung slattflndet. Dabei wird vorausgesetzt, 
dass die Lichtstärke verkehrt proportftal sei dem Quadrat der Entfer- 
nung von der Lichtquelle. '^ 

Es seien die Entfernungen MN=a und M B = x, ferner die 
Lichtintensitäten im Abstände 1 von M und von N gleich m^ und n^, 
so wird die Lichtintensität y in B sein 

m» , n» M BN 

Aus dieser Formel folgt zur Bestimmung des Minimums von y: 

dy_ 2 m» 2n» _ 

dx "" X» "^ (a— x)» "~ 

(2) X = i — , oder x : a = m : m -f n. 

m -|- n 

Setzt man den Werth von x aus (2) in (1), so erhält man als 

schwächste Lichtintensität in B 

(m + !!)■ 
^= a« 

35. Anfgabe« Ein Körper vom Gewichte P werde auf einer Ho- 
rizontalebene fortgezogen mit einer Kraft K, welche mit der Horizon- 
talebene einen Winkel a bildet. Bei welchem Winkel a wii*d die 
Zugkraft AT ein Minimum? 

Man zerlege AT (Fig. 13) in die beiden rechtwinkeligen Seiten- 
kräfle K cos a und AT sin a , so liegt K cos a ^ig ^3 

in der Richtung der Bewegung und ist somit gleich 
der Reibung, welche der Körper auf der Horizon- 
talebene veranlasst, wahrend K sin a vertikal auf- 
wärts wirkt und den Druck P gegen diese Ebene 
vermindert. Der Normaldruck auf die Reibfläche ist somit = /^ 
AT sin a. 
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Nun sei r der Reibangskoelticient (§. 166), d. h. die Reibung 
für den Normaldruck = 1 , so ist die Reibung ==z r (P — K sin a), 
mithin die Bedingung des Gleichgewichtes 

K C08 « = r (P -— K »in «) 

COS a'\'Taatt 

Hierin ist der Zähler r P konstant, es muss also der Nenner 

y = C08 er -|- r sin a 
ein Maximum sein, wenn K ein Minimum werden soll. Nun ist 

d Y • I 

da 

Dieser Differentialquotienl wird = 0, wenn 

tang er = r. 

Lässt man a von bis zu dem Werlhe, welcher aus tang az= p 
entspringt, wachsen, so bleibt dt/ positiv, also wächst y. Nimmt a 
noch weiter zu, so wird dy negativ, also y kleiner. Folglich wird y 
für tang a = r ein Maximum, also K ein Minimum. Dieser Minimal- 
werth von AT ist 



oder da 



rP 

K = f— ; = r P COS a 

cosa--f~ taiiga- sin et 



] 1 

cosa = 



Vi + tang »a Vl+r^ 
r ^ 



K~ 



VT+T^ 



Bei Fuhrwerken auf sehr schlechten Strassen kann r = 0,1 an- 
genommen werden. Nun erhält man für tang a =i 0,1 einen Winkel 
a = 6^. Folglich ist die günstigste Richtung der Zugstange um 
6 Grade zur horizontalen Fahrbahn geneigt. 

36. Aufgabe. Aus einem cyiindrischen Baumstamme einen recht- 
winkeligen Balken zu schneiden, welcher, in horizontaler Lage an bei- 
den Enden unterstützt und in der Mitte belastet, eine möglichst grosse 
Tragkraft besitze. 

Die Aufgabe sei unter der Voraussetzung zu lösen, dass die Trag- 
kraft bei gegebener Balkenlänge zunehme mit der Breite A B ^= y 
(Fig. 14) und dem Quadrat der Höhe B C =^ x des Querschnittes. 
(Siehe §. 179, Formel 4). 
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Bei gegebener Lingc sei a die Tragtinft dea Balliens ^- '•*■ 
für die Einheit der Breilen- uad Hüliendimension , T die | 
Tragbrafl ftir die Uimttusionen x, y, so ist 
T^ax«y. 

Der Durchmesser des Stammes sei ;= 0, so ial x* ^ />■ 
folglicli 

T = «(D*y-y'| 



dy " 



^ = «(D»-3yV. 
Damit T eiD Haximum werde, setze ma» -^ — ^ 0, woraus Tolgt 

Mit Hüire dieses Weribee von y wird 

Hithio liat man die Proportion 

y« : X« : D* =: I : 2 : 3 
\Si y ^^ X VT, BO ist annähernd 

x:y = 5:7, 

37. Aafgake. Man soK prüfen, ob die Funktion 

Haiima- oder Minima-Werlh« habe. 

Die Konstruktion der Gleichung giebt eine Kurve ^' '^ 

von der Form CB D (Fig. 15). Sie schneidet di< 
Ordinalenaze in einem Punkte B, dessen Coordinalei 
a; :^ und y :^a=^ A B sind. Durch Differentia 
tion folgt 

dx ~ 

Dieser Differentialquotienl wird ^ 0, wenn a; ::=: 0. Also ist die 
Tangente an die Kurve durch den Punkt B parallel zu A x. LSsst 
man a; von — GO bis wachsen, so bleibt dy positiv; also wachst y, 
Nimmt X Ton bis ~|- CO zu, so ist d y ebenralls positiv, also wachst 
y fori. Mithin gellt dy aus positiven Werlhen durch die Null in po- 
sitive Werthe über. Der Durchgang tindet slalt Tür x = 0. Hithin 
ist der Punkt B ein Wendepunkt der Kurve. 
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3S. Aifisahe. Zu prQfen, welche Eigenthamlichbeit die Rurre, 
deren Gleichung 

y = a + b(l-A)» 

ist, darbietet Tür -^ = 0. 

Durch DifTerenlialioD der Gleichung findet man 



ly - 



Dieser DifTereDlialquotient wird = Ü, wenn x =^ i. Lasst man 
rr von — 00 bis -|- 1 wachsen, so bleibt dy aegati?, also oimnit 
wahrend der ganzen Aenderung y ab. Wachst x über -|- 1 hinaus, 
so werden dy und y imaginär. Also ist j; = 1 eine Grenze der 
Stetigheit der Punktion. Der Kurvenpunkt, dessen Coordinaten x = l, 
y ^= a, ist eine Spitze der Kurve, deren Tangente parallel lur Abscissen- 
axe liegt. Der Bedingung —,-— =^ entspricht mithin kein Maximum 
oder Blinimum der Funktion. 



III. p:etlt0de kx SCaujgenten. 

39. Aasdrucke für die Tangente ind Nomale, Sibtaigenle ud 

SiiliB»niale elier Kurre. Es sei y ^= f(x) oder tp (x, y) = 9 die 
Gleichung einer Kurve, bezogen auf rechtwinkelige Coordinaleuaxen 
j4 X, A y. Die Coordinaten eines Kurvenpunktes C (Fig. 16) seien 
AB = X, B C =^ y. Man liehe durch C eine 
Tangente CE und eine Normale CD lur 
Kurve, d. h. eine Senkrecble auf die Tangente, 
und verlängere beide Linien, bis sie die Ahcissen- 
aie in E und D schneiden, so nennt man den 
Abschnitt BE auf der Abcissenaxe die Sub- 
tangente und den Abschnitt ^ i) die Sub- 
normale des Punktes C. Die Bestimmung der Lange d«* Subtangente 
und Subnormale, sowie der Richtung der Tangeute und Normale der 
Kurve wird gewöhnlich die Methode der Tangenten genannt. 

Da in den beiden rechtwinkeligen Dreiecken B CE und B C D 
die WinJiel B E C und B C D einander gleich sind, so erhalt man 



.M- l^ ^ ..„.Rrn-il- 



= fangCEB = -j-ä- - T:lBngBCD = -| 



folglich 



Subungente B E = y -i— Snbnannal« B D = 



Heisst man das SUIck C E in der Richtung der ßerübniagsliiiie 
Tangente und das Stück C D ia der Richi 
so ergiebl sich aus den genannten recht» 



m TfingeDle C E = y |/n- (-il)" No 

4t. AnwendRii iif die Pankel. Dit 

ij*^='ipx. Hieraus folgt durch Differentiation 

■ty _ P 

dx -y 

Setzt man hierin y = (man sehe die Figur tu $. 39), so wird 
— ^=:oo, d. h. die BerOhrun gelin ie im Scheitel der Parabel sieht senk- 
recht auf der Abscissenaie. Seilt man y ■= ao, so folgt -1-^ = 0, d.h. 
die Tangeote, welche den Parabelasl im Öoendlichen berührt, ist pa- 
rallel zur Abscissenaxe. 

Mit Hülfe des Werlhes von -^^ erhalt man feraev 

SobtangeDle B E = -^- ^ 2 x 

Snbnorniale B D^=p. 

Da mn ^B = x, B E = -2x, m in J E = J B, d. h. die 
Subtangenle der Parabel ist gleich der doppelten Abscisse des Berüh- 
rungspunktes. Die Subnormale ist konstant, namlicb gleich dem hal- 
ben Parameter der Parabel. 

4L Asweadiing nt die Ellipse. Die Gleichung der Ellipse für den 
Mittelpunkt als Anfangspunkt der Coordinatenasen ist 

a» y» + b» x^ — ■• b*, 
worin a, b (Fig. 17) die halben Äsen heteichnen. Durch Differen- 
tiation folgt 



welche durch die Endpunkle der kleinen Axen gehen, sind parallel 



d. h. <lic Tangenten durch die Endpunkte der grossen Axe sind auf 

dieser Axe senkrecht. 

Zieht man einen DurchniesBer durch die 
Ellipse, so haben die Endpunkte desselben gleich 
grosse Coordinaten mit entgegengesetzten Zei- 
chen, es bat also Tür beide Punkte die Grosse 
— , also auch -j^ denselben Werth mit demsel- 
ben Zeichen. Folglich sind die Tangenten durch 

die Endpunkte irgend eines Durchmessers zu einander parallel. 
Ferner ergiebt sich vermöge des Werlhes von -^■. 

Sybt B E = — - '^'^ Snbn B D = ^ x. 

Somit ist die Subtangente von der Ordinate y und der kleinen 
Axe der Ellipse unabhängig. Hau ziehe deshalb Über derselben grossen 
Axe 2 a zwei Ellipsen von verschiedener Breite ; entsprechen hierbei 
die Ellipsenpuitkte C, C derselben Abscisse ^ B, so müssen beide 
Kurvenpunkte die gleiche Subtangente BE haben, d. h. die Tangen- 
ten durch die Punkte C, C gehen nach dem gleichen Punkte E der 
Absei ssenaxe. 

Gesetzt die Ellipse durch C sei ein Kreis. Man errichte auf 
dessen Radius C A die Senkrechte C* E, so wird dadurch der Punkt E 
gefunden; alsdann ziehe man von E nach dem Ellipsenpnnkte C eine 
Gerade, so muss C E eine Tangente an die Ellipse sein; 

Die Subnormale ändert ihr Zeichen mit dem Zeichen von ;r, d. h: 
der Endpunkt D der Subnormalen beflndet sich immer aur der glei^ 
eben Seite der Ordinatenaxe mit dem Kurvenpunkt C. 

42. Anwendug »f die Ijpwbel. Die MittelpunktBgleiehung der 
Hyperbel isL 

(1) «•?• — b»x* = -a*b«. 
worin a, b (Fig. 18) die halben Axen beteiobneo. Durch Differenz 
tiation folgt 

» ^ = ^7 

= go, also steht die Tangeple im Scheitel 
der Hyperbel senkrecht auf der grossen Ate. 
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Die Sehne C C^ welche durch *« '» 

den RtiUelpunkt ^ der Byperbet geht, 
heisat Durchmesier. Die Goor- 
dinaten. seiner Endpunkte babeo glei- 
chen Werth mit entgegengesetiAcn 
Zeichen. Also bal der Quotient — , 
Tolgtich auch -j^ Tor beide Endpunkte 
C, C den gleichen Werlh mit glercbem Zeichen. Die Berührungslinien 
durch die Endpunkte eines Durchmessers sind also parallel. 

Hit Benutzung des Werihes von -^ erholt man rern«r 



Snbt,BB = x— -^ SabBBD = -Vs. 

Nun ist A ß ^=x die Abscisse des Punktes C, f(4gHch 
AE = AB — BE=— . 

Wenn hierin x wachst, also der Berührungspunkl C der Tangenle 
vom Anfangspunkt A sich entfurnt, so wird A E kleiner. Wenn 
iT =; QO, so ist — ^0, also A E = 0, mithin geht die Tangente 
durch den Mittelpunkt. Diese Taugente, welche die Hyperbel im Un- 
endlichen berührt und durch den Mittelpunkt geht, heisst Asymptote 
der Hyperbel. 

Um die Richtung der Asymptote zur Abscissenaxe zu erhalten, 
setze man den Wn'th von y aus (l) in (2), so kommt 
dy _ b X b 1 



= 00 , was Tcir die Asymptote als Tangente 
0, also -^ = - , Ul A F die Asymptote, 

i?^=üiDgFAB = >, 



Man errichte im Scheitel 5 der Hyperbel ein Loth S F auf A jc, 
welches die Asymptote in F schneidet, so muss S F ^^ b sein, weil 



Setzt man bierin x 
nOthig isl, so wird — =^ 
so muss hiernach sein 
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43. AiweMduK sif die Kirre Adi hf»MmtlA^tlAaH% 7 = tf*. In 

! die Basis der nalUrlichen LogiriAmea. 
cisse X ist der AusdeEinung voo — oo big 
läbig. Folglich hal dio Kurve C M If 
i) zwei Aeste, welche von der OrdinaleD- 
nach positiver uud negativer Seite ins Ua- 
veriaiifen. Für 3; ^ wird y ^^ e" ^ 
M. Di« Di Heren tiation der Gleichung giebl 

Setzt man hierin a: = 
y ^ 0, Somit ist die Abscissenaxe eine Tangente an den Kurvenasl 
MN im Unendlichen. Setzt man ic^-|-oo, so wird -t-^ = 00, 
Tolglich wird die Richtung des Kurvenasles MC im Unendlichen senk- 
recht zur Abscissenaxe. In Jf ist :c := 0, -^ ^^ 1 , also die Tan- 
gente durch M unter 45" zur Abscissenaxe geneigt. 

Ferner isl 

' dy 
Die Subtangente ist mithin konstant und zwar == ^ df Tilr jede 
Lage des Bei'ührungspunktes C. 

44. ClelchiKg der TaHgeiten isd Naimale« elaer Kwre. Es sei 

y =:^ f(x) oder *f (x, t/) ^ die Gleichung einer Kurve. Die Coor- 
dinalen eines Kurvenpunktes C (Fig. 20) seien ^,y- Man soll durch 
diesen Punkt eine Tangente CE und eine Korniale CD legen und 
deren Gleichungen ableiten. 

Die Gleichuuj; einer geraden Linie kann immer auf die Form ge- 
bracht werden 

(I) y- = .x--|-b 
worin a:', y' die laufenden Cbrdinaten eines Punktes der Geraden be- 
zeichnen. Wird diese Gleichung diflerentihl, so 
I findet man 

dx- ~" 

Folglich ist der KoelBcitint a der Abscisse 
in der Gleichung der Geraden die trigonometri- 
sche Tangente des Winkels, welchen die Gerade 



— so- 
mit der Abscissenaxe einscbliesst. Soll die Gerade (1) durch den Kur- 
venpunkt C gehen^ so müssen für diesen Punkt die Coordinaten x\ y* 
der Geraden in diejenigen des Punktes C der Kurve übergehen, so dass 

y — a X + b. 

Zieht man diese Gleichung von (1) ab, so folgt 

(2) y' - y = a (x' - x), 

Diess ist die Gleichung einer Geraden, welche durch den Kurven- 
punkt Xy y geht. Solcher Geraden giebl es aber unendlich viele mit 
verschiedenen Richtungen zur Abscissenaxe. Damit die Gerade (2) zur 
Tangente Cf an die Kurve wird, muss $ein 

dy _ dy- _ 



dx dx' 

Setzt man diesen Werth von a in (2), so erhält man die gesuchte 
Gleichung der Tangente 

(3) y-.y=:-JX(x'-x). 

Die Gleichung der Normalen geht ebenfalls aus (2) hervor; es ist 
nur der Werth von a zu bestimmen. 

Die Normale bildet mit der positiven Richtung der Abscissenaxe 
den Winkel C/>a; = 90 + CJS:ä. Mithin wird sein 

tang CDx = -cotgCEBr=- L^ = - 4^. 

tang C B B d y 

» 

Setzt man diesen Werth von tang C D x für a in die Gleichung 

(2), so erhält man als Gleichung der Normalen 

(3) y'-y^^^(x'-x). 

49. Anwendm^ avf die UeiehHng des Kreises. Die allgemeine 
Gleichung des Kreises ist 

(x-a)* + (y-b)«=:RV 

worin a, b (Fig. 21) die Coordinaten des Mittelpunktes und R die 
Halbmesser bezeichnen. Die Differentiation dieser Gleichung giebt 

(x— a)dx + (y-.b)dy = 

dy X — a 

dx y ~ b ' 

Folglich sind die Gleichungen der Tangente und Normale des 
Kreises 



Cehen die Coordinaten durch den Kreismit- 
telpunkl , so ist o = fi ^= und die vorstehen- 
den Gleichungen sind 



Setzt man in der ersten dieser Gleichungen 1/ := 0, so ist x' die 
Abscisse ^E des Durchschnittes der Tangente CE mit der Abscissen- 
axe. Für diesen Punkt ist deshalb 



Multiplicirt man mit y und setzt den Werth von y' aus der Glen 
chung ij^ ^ ß^ — x^ ein, so foigt A E = — . Der Abschnitt ^jE 
ist somit der Abscisse x verkehrt proportional. 

Setzt man in die Gleichung der Normalen y' = 0, so findet man 
auch x' = a. Diess sind die Coordinaten des Punktes, wo die Nor- 
male die Abscissenaie schneidet. Mithin geht die Normale des Kreises 
durch den Mittelpunkt. 

M. AsTHipUten der Karren. In der Gleichung y = f(x) oder 
tf (x, f/J := sei die eine Variable oder auch beide einer Ausdehnung 
fähig bis ins Unendliche, entweder in positiver oder negativer oder in 
beiden Richtungen. Man stelle die Gleichung geometrisch dar, so 
wird die Kurve (Pig. 22) einen oder mehrere Aeste haben, welche ins 
Unendliche verlauren. Man lege eine Tangente CD an einen Punkt C 
der Kurve, verschiebe den Berllhrungspunkl C vom Anfangspunkt A 
der Axen ohne Aufhören weg. Nähert sich hierbei die Tangente einer 
bestimmten Grenzla^e FG, welche eine oder 
auch beide Coordioateoaxen in endlicher EnU 
fernung von A aus schneidet und erreicht 
sie diese Grenzlage in dem Augenblick, wo 
der BerUliningspunkt ins Unendliche rückt, 
so heisst die Tangente in dieser Grenzlage 
Asjfmptote der Kurve. 
Die Cordinaten des Punktes C seien a;, y, die laufenden Coordi- 
naten der Tangente C D aber x', y', so ist die Gleichung der Tangeole 
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(I) y'-yzn-^Cx'-x). 

Die Tangente schneide die Axen in D und E, Setzt man in 
Gleichung (1) y' = 0, so wird x* =^ A D ; Tolglich hat man zur Be- 
stimmung des Abschnittes AD auf der Abscissenaxe 

(2) AD = x-yii. 

Setzt man in (1) x' = 0, so wird y' = y4 E; Toiglich hat man 
zur Bestimmung des Abschnittes ^ E auf der Ordinatenaxe 



(3) A E := y - X 



dx 

dy. 

dx 



d V 

Man bestimme aus der Gleichung der Kurve den Werth -j^ , 

rühre ihn in (2) oder (3) ein und lasse sodann x oder y oder auch 
beide unendlich gross werden. Bleibt hierbei einer der Abschnitte (2) 
und (3) oder auch beide endlich, so hat die Kurve v^enigstens eine 
Asymptote. Wenn aber die genannten Abschnitte bei jedem Versuche 
unendlich gross werden, so hat die Kurve keine Asymptote. 

47. AnwendHüg avt die gleiekseitige Hyperbel. Die Gleichung die- 
ser Kurve ist 

xy^a. 

Hieraus folgt — X — -. 



dx X* 

und somit (§. 46, Fig. 22). 

Absclioitt A D = 2 X = — , Abschnitt A E =: — n^ 2 y. 

y X "^ 

Setzt man hierin x =■ ^oo ^ so wird y = und A E = 0, 
Da dieser Werth von ^ i? für a: = -f- oO und auch a: = — aö ein 
endlicher ist, so ist sowohl die positive wie negative Seite der Abscissen- 
axe eine Asymptote der Kurve. 

Setzt man y = -]^QO, so wird x = und AD=^0; mithin 
sind auch die beiden Seiten der Ordinatenaxen Asymptoten der Kurve. 

48. iBwesdug a^f die allgei^faie ttddiug der Kegdschnltte. 
Diese Gleichung ist 
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y« = 2 m X -|- n X*, 
folglich 

dy m -f nx 



dx y 

d V 

Setzt man diesen Wertb von -j^ ia die vorstebeDden Ausdrücke 

dx 

(§. 46, Fig. 22) für ^ D und A E und eliminirt y vermittelst der 

Gleichung der Kurve, so folgt 

. ,^ mx m 



m + nx , m 



Aus* diesen Formeln ergiebt sich für a; =:: + oo 



y2mx + nx* 1/^ 2m 



AD = --?^ AK=.± ™ 



VT' 

Bei der Parabel ist ^ = 0, also werden die Abschnitte AD und 
A E unendlich gross. Mithin hat die Parabel keine Asymptoten. Für 
die Hyperbel sind m und n bestimmte, endliche Werthe und zudem n 
positiv; folglich hat diese Kurve zwei Asymptoten, welche wegen des 
doppelten Zeichens von AE symmetrisch zur Abscissenaxe liegen. Die 
Ellipse hat keine Asymptoten, weil weder x noch y ins Unendliche 
wachsen können. 



49. lieber Reiben im Allgemeinen. Gewisse Funktionen lassen sich 
in eine Reihe entwickeln von der Form 

(I) f (X) zz:A + Bx + Cx«-l-Dx«-|-.. 

worin Ay B,C,.. konstante, von ^ unabhängige Vorzahlen bezeichnen. 
Für algebraische Funktionen von der Form (a -\- b x -^ c x^ . . .^", 
worin n eine ganze oder gebrochene, positive oder negative Zahl sein 
kann, ist diess nach dem binomischen Satze ohne Weiteres klar. Für 
andere Funktionen, wie o*, log (i -\-x), smx, cosir, Are ^tang=a;^, .. 
wird die Nach Weisung hierfür in den folgenden §§. gegeben. 

Eine unendliche Reihe beisst konvergent, ween die Wertlie, 
welche man erhält, wenn man nach und nach eine grossere Anzahl 
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Glieder derselben summirt, sieh melir und mehr einer besUmmteo, 
endlichen Grenze nähern. Unendliche Reihen beissen divergent, 
wenn sich für die Summe der Glieder keine solche Grenze angeben lässt. 
Die aus der Division von 1 durch 1 — x hervorgehende Reihe 

kann je nach dem Werth von x konvergent oder divergent sein. Für 
x^ \ wird die Summe der Glieder auf der rechten Seite unendlich 
gross, während di^ linke Seite einen negativen Werth annimmt. FOr 
o; == 1 werden beide Seiten der Gleichung unendlich gross und es 
hat alsdann die Gleichung überhaupt keinen Sinn mehr. Nimmt man 
dagegen für x einen sehr kleinen Werth , z. ß. o; = y^^ , so nehmen 
die Glieder der Reihe sehr rasch ab und es ist augenscheinlich, dass 
die Reihe konvergent ist. Ihre Summe wird nämlich = 1,11111 . . 

Die für __ angegebene Reihe kann mithin nur für solche Werthe 

von X gelten, welche diese Reihe konvergent machen. Ueberhaupt ist 
eine Reihe nur dann als Ausdruck von f(x) anzusehen, wenn die 
Reihe konvergent ist. Divergente Reihen sind somit unzulässig. 

Wegen der häufigen Anwendung der Reihen soll im Folgenden 
ein allgemeines Kennzeichen der Konvergenz angegeben werden. 

SO« Kunvergeu einer geometrischen Progiession. Diese Progres- 
sion sei 

* • a + aeH-ae* + ac* + .. + * e""^. 

Bezeichnet man die Summe desselben mit Sy so wird sein 



e— 1 

Wenn e^ 1, so wachsen die Glieder der Progression und für 
n zzz. ao wird r;"~"' unendlich gross, also auch S = oo. Daher wird 
die Reihe divergent. 

Wenn e=l, so kl S =^ a ~\- a -j- a -\- . . = n a, also S = oo 
für n = CO ; mithin die Reihe ebenfalls divergent. 

Wenn « <C 1> so nehmen die Glieder ab und es wird für n = oc 
die Grösse e" = und die Summe 



l — e 



also gleich einem endlichen Werthe. Es ist also eine geometrische 
Progression, deren Glieder ins Unendliche fortlaufen, konvergent, wenn 
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der Quotient der Progression lüeiner ist als die Einheit. In allen an- 
dern Fällen ist sie divergent. 

51. Kenfergeni einer nnendlicken Reike^ deren Cllieder positiv sind. 

Die Reihe sei 

Wenn in dieser Reihe das VerhäUniss i^n^i: Um zweier benach- 
barter Glieder, von einer gewissen Stelle an, gleich oder kleiner ist 
•als das VerhäUniss ae" + ' : a e^ der gleichstelligeiK Glieder einer geo- 
metrischen Progression, und zwar für beliebig wachsende Werüie von 
»y so wird auch die Reihe (1) konvergent sein. Diese Reihe ist also 
konvergent, wenn 



"o 



<l 



in der Reihe 



V X X X V ' 

* + T "^ ITT "^ iTäTä + • • + 123.. n "*" l .2.3..n(arf I) '^ * ■ 
ist das Verhältniss 



ua n -j- I ' 

also ist diese Reihe konvergent, wenn — ^T <C ^ ? »^so a; <[ » + 1. 

Da aber fOr wachsende Werthe von n die GrOsse n zuletzt unendlich gross 
wird, so ist diese Reihe für jeden endlichen Werth von x konvergent. 
Allerdings werden die Glieder der Reihe für o; [> 1 bis zu einer ge- 
wissen Stelle wachsen, müssen aber von da an wieder abnehmen. 
Bei der Reihe 

l + lx + l-2x*-i-l.2 3x« + . +1 2.3..nx"+l-2..n(n+l)x«-H + .. 

wird das VerhäUniss 

"«-Hl / , ,, 



«n 



für jeden von Null verschiedenen Werth von x unendlich gross, wenn 
n = OD angenommen wird. Also kann diese Reihe für keine positiven 
Werlhe von x konvergent gemacht werden. 

Wenn in der Reihe (1) das VerhäUniss der beiden Glieder Un+i 
und Un für wachsende Werthe von n nur um unendlich wenig unter 
der Einheil liegt, so muss auf anderweitige Weise ermittelt werden, 
ob die Reihe konvergirt oder divergirt. 

Es sei z. B. die Konvergenz der Reihe 
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zu prüfen^ so hat man 

"o + l n l 



«„ n+1 i_f.l 



Wird nun hierin n unendlich gross, so ist das Verhältniss von 
1 : 1 -{- — um uüendiieh wenig unter der Einheit. Nun ist 



r + -:r^ + -r4-ir + -- + ^>n 



n ' n+I ' n + 2 ' ^ 2ii '^" 2n* 

d. h. n auf eioanderfblgende Glieder sind zusammen gr^ser als ^, 
und da sich die Summe aus einer solchen Anzahl Glieds uaeadiicb 
oftmal wiederholen kann, so ist die Summe der ganzen Reihe grösser 
als 4 * ^t ^Iso ist die Reihe divergent. 

52. Kenvergens einer Haendlicken leike^ deren Cllieder ptsitive «nd 
negative Zeicken kaben. Hat die Reihe t^o ~f~ ^i ~h ^2 ~f~ * • positive 
und negative Glieder, und ist diese Reihe konvergent, wenn sämmt- 
liche Glieder positiv genommen werden , so ist auch die^ gegebene 
Reihe konvergent. 

Denn es sei in der gegebenen Reihe R die Summe aller positiven 
und R, die Summe aller negativen Glieder, von Un an gerechnet. 
Denkt man sich nun alle Glieder der Reihe positiv und setzt diese 
Reihe konvergent voraus, so ist R -\- R, die Summe ihrer Glieder von 
Un an. Folglich muss R-]- R, für hinlänglich grosse Werthe von n 
verschwindend klein werden, um so mehr also auch R — jß, d. i. die 
Summe der Glieder der gegebenen Reihe von Ua an. Folglich ist ein^ 
Reihe mit positiven und negativen Gliedern konvergent, wenn das Ver- 
hältniss t/n + i • Ua kleiner ist als die Einheit. 

Diejenigen Reihen, deren Glieder einen regelmässigen Zeichen- 
wechsel haben, sind auch noch in dem Falle konvergent, wo das Ver- 
hältniss t/n-f-t • tia mit wachsendem n nur um unendlich wenig kleiner 
ist als die Einheit. 

Denn es sei • 

S rzr Uo — Ui + Ua — U, Hr Ü4 — . . 

eine solche Reihe, in welcher jedes Glied kleiner ist als das vorher- 
gehende. Da die Diiferenzen t/^, — «,, «2 — w$v • all« positiv, sind, 
so ist auch die Summe iS positiv. Schreibt man dagegen die. Reihe 
in folgender Weise 
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S = Uo — («1 — O« + "l — "4 + •)» 

SO sind die Differenzen «, — «21 ^s — ^4> • • ebenfalls positiv, so- 
mit ist auch die Summe in der Klammer positiv. Also ist S gleich 
der Differenz zweier positiver Grössen, also auch kleiner als der Mi- 
nuend, d. i. iS <C Uq. Mithin die Reihe konvergent. 
Hiernach ist die Reihe 

deren Glieder abnehmen und abwechselnde Zeichen haben, konvergent, 
während dieselbe nicht mehr konvergirt (§. 51), wenn alle ihre Glie- 
der positiv genommen werden. 



I. KoHvergeni eher leike^ dieren Uteiler mcIi itm f^unen der 
VAiiakeln fortsckreiten. Es sei 

(I) f (x) =: Ao + Aj X + Aa X» + . . + An X» + An + 1 X« +1 + . . 

eine solche konvergente Reihe^ so dass man für jeden Werth von n hat 

''-+*- ^" + *x<l, x< ^» 



Nun sei a der grösste absolute Werth, welchen das Verhältniss 
. annehmen kann, so wird die Reihe (I) für jeden Werth von 

X, der zwischen — a und -j- a liegt, konvergent sein. 
Wird Formel (1) differentiirt, so erhält man 

2) -^IM. ^Ai-i-2A.x4 . + iiA,x°-l + (n+l)A„^,x + .. 

Damit die Reihe auf der rechten Seite dieser Gleichung (2) kon- 
vergirt, muss sein 

n + l ^n-f-l ^ . ^ n An 

^ x<l, x< 



n An n -|- 1 A„_^j 

Ist hiernach die Reihe (1) für alle Werthe der Variabein von 
X = — a bis X = -{-'a konvergent, so ist auch die Reihe (2) kon- 
vergent für alle Werthe von x = — a —^-r bis x = -A- a — ^-r» 

Für wachsende Werthe von n nähern sich die Grenzen der Konvergenz 
der Reihen (2) uhd (1) und weichen für ^ = ac nur um unendlich 
wenig von einander ab. 

Ist die Reihe (2) für alle Werthe von a;=^ — a bis x ^^=-\- a 
konvergent, so ist auch die primitive Reihe (1) für diese Werthe kon-* 
vergent. 
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54. JSati ier Hnbestlnuiteii MnefldeHten. Wenn zwei Reihen, die 
nach den ganzen Potenzen einer und derselben Veränderlichen x fort- 
schreiten, einander gleich sein sollen, so müssen die Koeflicienten der 
gleichen Potenzen von x in beiden Reihen gleich sein. 

Gesetzt es sei 

(1) a-l-bx + cx« + .i=A + Bx + Cx« + .. 

und findet diese Gleichung für jeden Werlh von x statt, so folgt 
daraus, wenn man x = setzt 

(2) azz:A. 

Zieht man (2) von (1) srb und dividirt mit x^ so kommt 

b + cx+ilx2 + .. = B + Cx + Dx» + .. 

Setzt man hierin wieder x = 0, so folgt b = B. Fährt man 
auf diesem Wege fort, so folgt c = C, d = D, , , 

55. Reike flnr die Exponentialgrosse a<. Nach dem Satz der un- 
bestimmten KoefBcienten wird man setzen 

ax:z=A + Bx + Cx» + Dx» + Ex* + ... 

worin j4, B, C, . . unbekannte konstante Grössen bezeichnen , welche 
nunmehr zu bestimmen sind* 

Zuerst setze man x = 0, so folgt a« = 1 = ^. Hierdurch er- 
hält man 

(1) ax m l -j- B X + C X« + D X» + E X * + . . 

Durch Differentiation dieser Gleichung ergiebt sich 

(2) a« = -j— - (B + 2Cx + 3Dx2+4Bx»-f..) 

Da die rechten Seiten von (1) und (2) einander gleich sein müssen, 
so geben die Vorzahlen der gleichen Potenzen von x folgende Relationen 

B = tog a, folglich B = log a 

2C = Bloga „ C=:J(loga)« 

3D=:Cloga „ D=r^-L_(loga)» 

4B=DIoga „ E = ^-i--(Ioga)* 



»» 



Setzt man diese Werthe von ß, C, /?, . . in (1), so erhält die 
gesuchte Exponentialreihe 



— 48 — 

Wenn a == e als Basis der natOrlicben Logarithmen (§. 14) an- 
genommen wird, so isl log' e = \ und die Reihe (3) geht Ober in 

(4) e«=.l + x+^+^ + ^-j^ + .. 

Setzt man hierin o;. = 1 , so erhallt man den numerischen Werth 
der Basis 

6 1= I + 1 +i + -^ry + .2.3.4 + 2 • 3 • 4 • 5 ■*" ■ ■ 

6=2,71828 182946. 

t 

In der Reihe (3) ist 

(x log a)P (x log a)n + i 

"" ~ 2 . 3 4 . . n "n + *~23-4..ii(n+l)' 

Somit wird das Verhältniss 

"n + l __ X loga 
Un n + 1 ' 

Die Exponentialreihe wird mithin konvergent, wenn 

X log a <^ n + 1 

wie gross auch n angenommen wird. Somit ist die Exponentialreihe 
für jeden endlichen Werth von x und a konvergent. 

$€. Reihe fnr log (1 H-x)* Man setze voraus, diese Funktion könne 
in eine Reihe entwickelt werden von der Form 

(1) log (I + x) = A + B X + C X« + D X» + E X* + . . 

worin die konstanten Vorzahlen ^, B, C, . . unbekannt, somit noch 
zu ermitteln sind. 

Setzt man x = 0, so folgt log \ =:z Q = ^, Durch D^eren- 
tiation von (1) erhält mai) 

(2) — -} — =3B + 2Cx + 3Dx« + 4Ex» + .. 
I -j- X 

Fährt man nun die Division von 1 : 1 -|- ^ "^i^h den gewöhn- 
lichen Regeln aus oder entwickelt man (1 -f-^)~~^ nach dem binomi- 
schen Satze in eine Reihe, so kommt 

(3) -^-|_=l-x + x>--x»+x*-.. 

Die . beiden Werthe von ■ v- in (2) und (3) sind Reihen, welche 
nach den Potenzen derselben Veränderlichen x fortschreiten. Also 
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sind die Vorzählen gleich hoher Potenzen dieser Reihen einander 
gleich. Diess giebt' 

Führt man diese Werlhe von B,C,D,.. in (1) und setzt .^^ = 0, 
so erhält man die gesuchte logarithmische Reihe 

(4) ,og(i+x)=x-^+Ji— ^+..+^-;;-j-^+.. 

Die Reihe (3), als Diffcrentialquotient von (4), ist konvergent für 
alle Werthe von x, welche zwischen -|- 1 und — t liegen. Also ist 
auch die Reihe (4) für diese Werlhe konvergent. 

57. Anwenduig dieser leihe iiir nuierischeH Berechnuig der na- 
türlichen Legarithmen. Um die Reihe für log (1 -|~^) ^"^ Berechnung 
der Logarithmen bequemer zu machen , führe man — x statt -f- x 
ein, so kommt 

X* X» X* 

log(l— x) = — X ^ ^ ... 

Zieht man diese Gleichung von der für log (1 -\- x) ah, so er- 
hält man 

Nun setze man 

~*"^ =r 1 + -^, also x = - * — 



SO wird dadurch die letzte Reihe (1) 

(2) ,og(. + y) = logy + 2[^+j(^)'+j(^)' + ..] 

Diess ist nun die Reihe, nach welcher numerische Rechnungen 
auszuführen sind. Dabei werden um so weniger Glieder der Reihe 
zu berechnen sein, je kleiner z und je grösser y ist. Gewöhnlich 
nimmt man z =^ 1. 

I. F<lr ;y = 1, y = 1 erhält man aus (2) 

log2 = 2» + K*)»+i(*)*+|(*r + *(*)• + ...] 
log 2 = 0,69314 71806. 

II. Für z= l, y = 2 ist nach (2) 

I0g3=::l0g2 + 2[i+i(t)»+i(i)*+|(i)^ + ...] 

log 3 = 1,09861 22887. 
AUTETfHRiMBE , Elementarbach. 4 
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HI. Für ;5 = 1, y = Q folgt 

loglO=:log9 + 2[^ + i(TV)'+i(TV)*+*4(TV)'' + ..] 

und da log 9 = 2 log 3 = 2,19722 4577, so findet man 

log 10 = 2,30258 6093. 

Um die Logarithmen aller ganzen Zahlen zu erhalten, müssen 
vermittelst der Reihe (2) nur die Logarithmen der Primzahlen berech- 
net werden. Alle übrigen Zahlen zerlege man in ihre Primraktoren 
und nehme die Summe der Logarithmen dieser Faktoren. 

58. Bestimmung der gemeinen Log&ritlimen. Die Basis der gemei- 
nen oder Briggschen Logarithmen ist IGt, die der natürlichen e = 
2,71828 . . Hat man nun die Relation 

SO ist y der natürliche und x der gemeine Logarithmus derselben 
Zahl ^. Man nehme von beiden Potenzen die natürlichen Logarith- 
men, so ist 

y = xlogl0, x = ^^ 



Der Bruch 

1 1 



= 0,43429 44819 



log 10 2,30258 50930 

womit der natürliche Logarithmus y einer Zahl multiplicirt werden 
muss, um den gemeinen Logarithmus x derselben Zahl zu finden, 
wird Modulus der gemeinen Logarithmen genannt. Sind also 
nach dem Vorhergehenden die natürlichen Logarithmen der Zahlen be- 
rechnet, so können durch Multiplikation derselben mit dem Modulus 
die gemeinen Logarithmen aus ihnen abgeleitet werden. 

59. Reilien für den Sinns nnd Cosinns. Es sollen die trigonome- 
trischen Zahlen sin x und cos x durch den Bogen x ausgedrückt werden. 
Man nehme an, es lassen sich diese Funktionen entwickeln nach den 
Formeln 

(1) sinx=rAx+Bx« + Cx» + Dx* + Ex»4-.. 

(2) cosx=:l+ax + i8x«+yx3+ifx*+€x» + .. 

worin ^, B, C, , , a, ß, 7, . . konstante Zahlen bezeichnen, welche zu 
bestimmen sind. Das von x unabhängige Glied in (1) ist weggelassen, 
weil für o: = auch sin :t: = wird; sodann wurde das erste Glied 
rechts in (2) deshalb = 1 gesetzt, weil für o; = diese Gleichung 
giebt 1=1. 
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Differentiirt man (1) und (2) und ändert das Zeichen von (2), 
so kommt 

(3) cosx = A + 2Bx+3Cx«+4Dx»H-5Ex* + .. 

(4) sin X =: — a — 2/Jx — 3yx* — 4<fx« — 5«x* — .. 

Setzt man die Werthe von sin x aus (1) und (4), sowie diejenigen 
von coso: aus (2) und (3) einander gleich und berücksichtigt, dass in 
den daraus entstandenen Gleichungen die Vorzahlen gleich hoher Po- 
. tenzen von x einander gleich seii^ müssen, so erhält man 

A=l, 2Bn:a, 3C = /J, 4Di=ry, 5 E = cf , . . 

aizrO; 2/5= — A, 3y=:— B, 4cf= — C, 5«= — D, .. 

woraus folgt 



23' ' 2- 3 -4- 5*" 

aznO, ?=-\. y^O, d= 2. 3. 4 ' *=Ö,.. 

Führt man diese Werthe in (1) und (2) ein, so erhält man die 
gesuchten Reihen 

X« X» 



(5) sin X = X — -— ;- + 



2-3 ' 2- 3-45 
(6) cosxrrzl— i^+^^- ^ 3/;'^^ +.. 

Je eine der Reihen (5) und (6) ist der Diflerentialquotient der 
andern. Es muss noch gezeigt werden, dass jede dieser Reihen 
konvergent ist. 

Das Verhältniss der beiden Glieder 



+ 



^20-1 ^an+i 



2 • 3 . . (2 n — I) 2 • 3 . . 2 n (2 n + 1) 
der Sinusreihe wird, abgesehen vom Zeichen 

u„ -2n(2n + l) 
Damit nun diese Reihe konvergirt, muss sein 

20(2','+!) <'• ^•<2-(2"+') 

Für ein unendlich grosses n muss somit sein x <^2n. Hiernach 

wird die Sinusreihe für jeden endlichen Werth von x konvergent. 

Die Glieder der Reihe können allerdings, je nach dem Werthe von x, 

bis zu einer gewissen Stelle wachsen, müssen aber von da an abnehmen 

4* 
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Die beiden Glieder der Cosinusreihe 

+ 



2 . 3 . . (2 n — 2) 2 • 3 . . (2 D — 1) 2 u 
geben, abgesehen vom Vorzeichen, das Verhältniss 



"n + l X« 



u„ "~ 2n(2ii- 1) 
woraus für die Konvergenz der Reihe die Bedingung folgt 

2,(2','-l) <>' '''•<2»(2n-l) 

Somit wird auch die Cosinusreihe für jeden endlichen Werth von 
X konvergent. 

60. Pittmerische Berechnung des Sinus uud Cosinus. In den eben 
entwickelten Reihen für sin x und cos x muss der Bogen x in Theilen 
des Kreisumfanges ausgedrückt werden, welcher mit dem Radius = 1 
beschrieben wird. 

Ist z. B. Sinus und Cosinus von 1^ zu bestimmen, so bezeichne 
man den diesem Winkel entsprechenden Bogen mit x, so hat man 

lo:360o=:x:27i 
x=MÜ^^ = 0.017453292. 

Führt man diesen Werth von x in die Sinus- und Cosinusreihe, 
Formeln (5) und (6) von §. 59, ein und berechnet die Glieder der 
Reihe bis auf die achte Decimalstelle, so wird man bemerken, dass 
nur die beiden ersten Glieder der Reihen von Einfluss auf die Resul- 
tate sind, indem man erhält 

sin 10 = 0,0174 5329 — 0,0000 0089 = 0,0174 5240 
cos 1® = 1,0000 0000 — 0,0001 5231 ^ 0,9998 4769. 

Die Reihen von sin x und cos x lassen behufs numerischer Rech- 
nungen folgende Umgestaltung zu. Man setze in dieselben x=^m -^^ 
so gehen sie über in 

•'•'"■»•)=^-w(")'+5TTr5(W- 
«"<"«">='-»(T)+vi^(T)'- 

Berechnet man die Werthe von y, -^, -q- » • . , so erhält man 
folgende Formeln 
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sia (m • 90^) = 1,5707963 m — 0,6459641 m* 
+ 0,0796926 m* — 0,0046818 m^ 
+ 0,6001604 m» — 0,0000036 m» » 
+ 0,0000001 m»» 

cos (m 90») = 1,0000000 — 1,2337006 m« 
+ 0,2536695 m* — 0,0208635 m« 
+ 0,0009193 in« — 0,0000252 m»« 
+ 0,0000005 m*«. 

Sind Sinus und Cosinus von 1° zu berechnen, so setzt man in 
diese Formeln m = ^ und man findet die obigen Werthe. Für 

1 Minute hat man zu setzen w- 90-60' = 1', also m= ^^ ,.^ , u. s. w. 

Vermittelst dieser Formeln rechnet man nur die Werthe von Sinus 
und Cosinus für Winkel bis auf 45^. Folglich ist der grOsste Werth 
von m= ^y also sind diese Reihen sehr konvergent. 

61. Reihen für Ugarithmussiiias und LogaritluMsctsiMas. Sondert 
man bei der Sinusreihe (5), §. 59, den Faktor a; ab, so erhält man 

(1) slox = x(l~-^ + ^-^i^~..) 

und setzt zur Abkürzung 

X« 



V*/ y OO OOvIK I 



23 2.3-4-5 ' 2-3-4-5 67 

SO geht Formel (1) über in 

sin X = X (1 — y) 

Nimmt man hier die natürlichen Logarithmen, so kommt 

log sin X = log X + log (1 — y) 

Löst man die Grösse log (1 — y) vermittelst der Reihe (4), §. 56, 
in eine Reihe auf, so erhält man 

log sin X = log X — (y + ^ + -^ -h . .) 

Man führe hierin den Werth von y aus (2) ein, so ist 

'^g^''''"^'^g^-A-+ 2.3'V5 - 2.3.4'V6.7 +- 

x^ . x^ 



2 • 2* . 3« ' 2« . 3« • 4 • 5 

x« 
32" -3 



X« 
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Nun selze man x = —^ und gehe von den natürlichen Loga- 

rilhmen zu den gemeinen über, indem man den Modul 0,43429 . . 
mit M bezeichnet, so erhält man 

log«n(m.90O)=f + logm-M[^(f/m«+^j-lj-^(-Jjm* + ..] 
Verfahrt man mit der Gosinusreihe 



X^ . X* X« 



co8x_l-— +2^^ 2.3.4.5.6 + • • 

ebenso, indem man die Grösse rechts =1 — y setzt und log (1 — y) 
in eine Reihe auflöst, etc., so erhält man 

log co.(m.90<.) = -M[i(f)V + ^(f)V+35^(f )'«..+..] 

Hätte man vermittelst dieser Reihen die Grössen log sin 2^ und 
log cos 2^ zu berechnen, so würde man setzen m • 90^ = 2^, also 
m = ^^] für 1 Sekunde hätte man »i • 90 • 60 • 60" = 1", also 

m = QA . 6Q . gA zu setzen. Da der grösste in der Anwendung vor- 
kommende Werth von m=^ ist, nämlich für 45^, so sind diese 
Reihen konvergent. 

62. Reihe für Arcis-Sittus. In der Forme) 

(1) y = Are (sin = x) 

bezeichnet x den Sinus, dessen Bogenmass = y ist. Es soll der Bo- 
gen y ausgedrückt werden durch eine Reihe, deren Glieder den Sinus 
X enthalten. Man setze zu diesem Zwecke 

(2) Arc(ftin = x) = Ax + Bx«4-Cx» + Dx* + Ex»+Fx«4-Gx^-4-.. 

in welcher Gleichung die Grössen ^, B, C, . . unbestimmte Kon- 
stanten bezeichnen. Da für o: = auch der Bogen = wird, so ist 
das Glied mit x^ weggelassen. 

Die Differentiation dieser Gleichung giebt 

(3) ^ — A + 2Bx + 3Cx» + 4Dx« + 5Ex^ + 6Fx'>4-.. 

vi — X* 

Bringt man die linke Seite dieser Gleichung auf die Form (1 — x^)~^ 
und entwickelt dieselbe nach dem binomischen Satze, so folgt 

(4) _^_^i+4x« + Sx4-+T-»^x« + ,VirX« + .. 
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Da nun die rechten Seiten von (3) und (4) einander gleich sein 
mOssen, so geben die Koefficienten gleichhoher Potenzen von x fol- 
gende Werthe 

Vermöge dieser Werthe wird die Gleichung (2) 

(5) Ärc(siii = x) = x + ix»+Ax»+TfjX^ + .. 

Setzt man hierin nach (1) a:= sin y und beachtet, dass die Vor- 
zahlen ein bestimmtes Bildungsgesetz befolgen, so hat man als ge- 
suchte Reihe 

, I • sin y« , l • 3 sin y* , 1 • 3 • 5 »in y^ , 1 • 3 • 5 • 7 siny » , 

(6) y^«ny+ ^.3^ + ^.^./ + 2.4-6.7 + 2.4.6.8-9 +" 

In dieser Reihe hat man allgemein 

_ l»3-5..(2n — 5)(2n — 3) . Sn-i 

""~2.4-6..(2n-2)(2n — 1)""^ 

_ 1-3-5. .(2n — 3)(2n~l) Jn+l 

«B+l— 2.4.6..(2o — 2)2n(2n + l)^^ 

Mithin das Verhältniss 

"n+l (2n— 1)« . 2 

— -^— = :; — TT — r—r: »"* *y 
ii„ 2n(2n+l) ^ 

Folglich ist die Bedingung der Konvergenz der Reihe (4), weiche 
als Differentialquotient der Reihen (5) und (6) anzusehen ist, nach §. 53 

n + l (2n— 1)« . o ^. . . ^ ^ 2n 

-f-- 2n(2n+l) "° y^'- '" '^TZIirT HZ" 

4n« "• 4n« 

Für wachsende Werthe von n nähert sich der Werth, unter wel- 
chem sin ^y immer liegen soll^ der Einheit, übertrifft jedoch die Ein- 
heit für 72 = CO um unendlich wenig. Folglich ist der grösste zulässige 
Werth von sin *y = 1, also für sin y = ^ 1. Mithin ist die Reihe 
(5) für jeden Werth von y konvergent. 

Für einen Winkel von 30^ ist sin 30^ = > , y = ~. Für diese' 

Werthe geht die Reihe (6) über in 

7r__.,r 1 13 ■ 13.5 ■ 1-3.5.7 1 

6 ""'L2•3.4"*"2•4•5.16"^2^4.6•7.64"^2•4.6•8.9.256"^••J 

_.r , j_j 3 , 5 ■ 35 63 1 

^ "" L "*" 24 "^ 640 "^ 7168 "^ 294912 "^ 2883584 "^ * " J 
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Die Glieder dieser Reibe Dehmen ziemlich rasch ab, also kann 
daraus der Wertb von w bis zu einem beliebigen Grad |der Genauig- 
keit berechnet werden. 

63. Reihe für Arcus-Taiigens. In der Gleichung 

(1) y = Are (tang = x) 

bezeichnet a? die trigonometrische Tangente des Bogens y. Man soll 
den Bogen y durch eine Reihe ausdrücken, deren Glieder die Va- 
riable X enthalten. 

Nach der Methode der unbestimmten KoeflQcienten hat man als 
hypothetische Gleichung 

(2) Are (taug 1= x) = A x + B x« + C x» + D x* -[- E x* + . . 

worin ^, B, C, . . konstante Grössen bezeichnen, welche zu bestimmen 
sind. D^bei ist die Vorzahl der Potenz ^^ gleich Null genommen, 
weil für Ä? -= auch der Bogen = wird. 
Man differentüre (2), so kommt 

^3) / a =A + 2Bx + 3Cx« + 4Dx»-i-5Ex*+.. 

J. I A 

Führt man diese Division von 1 durch 1 -{- x^ aus, so findet man 

Vermöge der Gleichungen (3) und (4) hat man zwei Reihen für 
dieselbe Grösse 1 : 1 -{- ^^. Also müssen die Vorzahlen derselben 
Potenzen von a? in beiden Reihen gleich sein. Diess giebt 

A = l, 2B=0, 3C = — 1, 4D = 0, 5Ei=:l,.. 
Setzt man diese Werthe von 2^, B, C, . , in (2), so folgt 

(5) Arc(tang=x)=:x~^ + ^ ^ + -. 

Setzt man hierin nach (1) ^ = tang y^ so erhalt man als ge- 
suchte Reihe 

(6) y =: tangy — j. tang »y + V tang *y — ^ taug ^y + . . 

Die beiden Glieder der Reihe 

_tangy«»-^ taDgy*"+* 



2 n — 1 • 2 o + 1 

geben das Verhältniss, abgesehen vom Vorzeichen: 
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Somit ist die Bedingung der Konvergenz der Reihe (6) 

Für ?{ = QO kann tang y^ höchstens = J werden ; also muss 
tang y zwischen -j- 1 und — 1 liegen, wenn die Reihe (6) konvergent, 
also zulässig sein soll. 

Setzt man tang ^ = 1, so wird y =:-^. Für diese noch zuläs- 
sigen Werlhe wird die Reihe (6) geben 

(7) -^ .^1^.^+1-1 + 4-^+.. 

Mithin, wenn man je zwei Glieder zusammenzieht und mit 4 mul- 
tiplicirt 

Um die Reihe (7) rasch konvergirend zu machen, zerlege man den 



TT 



Bogen -^ in zwei solche Theile, dass man hat 



(8) .^:::^4«-^ 



und nehme tang a = j^ an, so ist 

-. 2 tanff « 2-4 

1 — tang *a ^ — V» 

^f^\ X « 2 tang 2 a 2A ,.^ 

Da ferner tang -7- = 1, so wird vermöge (8) sein 

4 ^ rA a tang 4« — tangiS 

1 = tang (4 a — Ä) r= , , '^ s-i-— 

® ^ ^^ 1 + tang 4 a • tang ß 

woraus folgt 

tang 4 a — 1 

tang ß = ——5- -— - 

® '^ tang 4 a + 1 

Setzt man hierin den Werth von tang 4 a aus (9), so ergiebt sich 



HX + i 



tang /J = ,^„ , , -^ ^tff 



Seht man nun in Formel (6) die entsprechenden Werthe y = a 
und tang a = J, sowie y = ß und lang ß = ^i^ , so flndet man 
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^\ 3-5«^ 5.5* 7-5« ' 9.5« " J 

ß = ^h[^— 3.239» "^5-239* ~7.239« ^" ) 
Zieht man beide Reihen von einander ab, so erhält man den 
Werth von -j-. Folglich erhält man nach einer einfachen Umformung 
der Brüche in den Klammern 

^ _ ^ A 4 ■ 4« 4» ■ 4* 4» , \ 

4 *V 3- 100"^' • 5.100« 7 . 100» "^ 9 . 100* ll.lÜO»"'""/ 

_ 1 fi ^ I ^ L_4- ^ 

'^'^V 3-57121 ^557121» 7-57121» ^V 

Vermittelst dieser Reihe findet man leicht 

TT zr: 3,14159 26535 89793 23846. 

64. Ableitung der ■•ivre'schen Binomiualfemel aus der Exp«neii- 
tial-; SIdus- iiiid €osiniisreihe. Die Exponentialreihe (4), §. 55, für 
einen positiven und negativen Exponenten ist 

^'^ "^ ^ + T + rT+ rTr3 + • • 

Durch Addition und Subtraktion dieser Gleichungen erhält man 

Setzt man hierin x V— i statt x, so erhält man mit Rücksicht 
auf die Sinus- und Gosinusreihe 



-X_, X , X» X» ^ 



2 



cosx 



I — e 



--^ ^^ I ^^ ^l: + V 

"V l-2^1-2-3-4 1-2.3-4-5- 6^ / 
2 V 1-2. 3^1- 2- 3-4-5 / 

Addirt man diese beiden Gleichungen, so folgt 

(1) gxV-^_ cos X 4-siD X • V — 1 

Setzt man hierin n x statt Xy so wird sein 

(2) e"* *^""' = cos n X + sin n X - "V— l 

Erhebt man aber die Gleichung (1) auf die nte Potenz, so kommt 

(3) e" *^^ = (coi X + sin X - M^^\f 
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Die linken Seiten von (2) und (3) sind identisch, also sind auch 
ihre rechten Seiten gleich, diess fuhrt zu der gesuchten Moivre'schen 
Formel 

(4) (cos X -[- sin X • V^— 1)" =: cos n x -f- sin a x • V — 1 

65. Sinus und Cosinus der yielfachen Bogen durch die Potenten 
der einfachen« Entwickelt man die linke Seite der ehen^ erhaltenen 
Moivre'schen Formel nach dem binomischen Satze, so folgt 

(cos X + sin X V^" = cos "x+ ^ cos "-^x sin X . y^-- ?^!^^ cos"^^^ 

1 1*2 

n(n— l)(n— 2) «-3 . , i/ — r 
4 — ^^ — cos "x sin "x • V — 1 

, n(n— l)(n— 2 )(n--3) „_4 . ^ 
+ 1.2.3-4 "'^^ "^ '*'' ^~- • 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist gleich der rechten Seite 
der Moivre'schen Formel = cos no; -|- sin «o; • Y^^. Mithin mUssen 
die reellen, ebenso die imaginären Theile beider gleichen Ausdrücke 
gleich sein. Diess giebt die gesuchten Formeln 

n— 1 . n(n — l)(n — 2) «—3 . . 
sin n X = n cos " *x sin x ^ — - — 5—- '- cos ° *x sin »x 

1 • 2 • o 

, ii(n— l)(n — -iXo — 3)(n-4 ) „_s . , 
co.Bx=co»"x-!i^^co."-«x»in«x+ °^°~!^^°~^V°~^^ co»-*x«m«x+.. 

1 • 2 1 • 2 • «5 • 4 

Setzt man in diese Formeln der Reihe nach 72 = 2, 3, 4, . . , so 
erhält man folgende Relationen, wenn man noch sin ^x durch 1 — cos^o; 
ersetzt 

sin 2 X = sin X (2 cos x) cos 2 x = 2 cos «x — 1 

sin 3 X = sin x (4 cos *x — 1) cos 3 x = 4 cos 'x — 3 cos x 

sin 4 X = sin x (8 cos »x — 4 cos x) cos 4 x = 8 cos *x — 8 cos *x + 1 

sin 5 x = sinx (16 cos ♦x — 12cos*x-|-l) cos5x=:: 16cos*x — 20 cos »x -J- 5 cos x 

etc. etc. 

Löst man diese Formeln in Hinsicht der Potenzen von sin x, 
cos X auf, so erhält man 

2 sin ^x = — cos 2 x -f- 1 2 cos *x = cos 2 x + 1 

4 sin 'x = ^ sin 3 X + 3 sin x 4-cos "x = cos 3 x -j- 3 cos x 

8 sin *x = cos 4 x — 4 cos 2 x -|- 3 8 cos *x = cos 4 x + 4 cos 2 x -f- 3 

16 sin *x = sin5x — 5sin3x-J-10sinx; 16 cos »x =:cos5x + 5 cos 3 x -\- 10 cos x 

etc. etc. 



Erster Theil der Integralrechnung. 



66. Begriff ud Beieichnung der Integration. Durch die Integration 
wird aus einer gegebenen DifTerentialforme] diejenige Funktion abge- 
leitet, durch deren Differentiation jenes Differential entstanden ist oder 
doch entstanden gedacht werden kann. Die Operation des Integrirens 
ist somit das Umgekehrte des Differentiirens. Die aus der Integration 
herzorgegangene Funktion wird nach Bernoulli das Integral des 
Differentials genannt. ^ 

Für einzelne einfacne Differentialien kann das Integral leicht an- 
gegeben werden. So ist z. B. 

Differential. Integral. 

dx X 

2xdx X* 

dx , 
logx 

X 

cosxdx sinx 

dx 

l+x' 

wie man sich durch Differentiation des Integrals überzeugen kann. 

Um die Integration durch ein Zeichen anzudeuten, schreibt man 
vor das Differential, das zu integriren ist, den Buchstaben /. Dieses 
Zeichen hat für die Integralrechnung dieselbe Bedeutung, wie der 
Buchstabe d für die Differentialrechnung. Man schreibt hiernach 

J2xdx = x* J cos X d X = sin X 



^ Arc(tang=:x) 
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m 

Wird die Integration auf beiden Seiten der Gleichung 

dF(x)==f(x)dx 

ausgeführt, so fällt links das Differentialzeichen weg und man erhält 

(1) /f(x)dx=:F(x) 

Allein statt dieser Gleichung (1) kann man auch schroten 

(2) /f(x)dxi=F(x) + C 

worin die Grösse C irgend eine Konstante bezeichnet. Denn wird 
diese Gleichung (2) difTerentiirt , so erhält man die obige Differential- 
formel d F (x) =^ f(x) d x, indem das Differential von C = ist. 
Es sind also beide Integrale (1) und (2) richtig. Nur ist (2) allge- 
meiner als (1). Dieser Allgemeinheit wegen fügt man dem aus der 
Integration unmittelbar hervorgegangenen Werthe immer noch eine 
Konstante C bei. Die Bedeutung dieser Konstanten wird in den fol- 
genden Anwendungen auf Geometrie, Mechanik und Physik gezeigt 
werden. 

67. Integration des Differentials x"dx. Wird die Funktion 



n+l 

differentiirt, so findet man x^dx. Folglich erhält man durch die 
umgekehrte Operation 

Somit wird das Integral der Formel x^ d x erhalten , wenn man 
dx zu X macht und die entstandene Potenz x^"^^ durch den neuen 
Exponenten dividirt. 

Diese Regel ist gültig für jeden Werth von x. Allein sie führt 
in dem speciellen Fall, wo 7^ = — 1 wird, zu dem unbbrauchbaren 
Ausdruck 

/x~^dx = | + C 

Nun ist aber x"^ rfa: = — ^ und somit das Integral 



/ 



X 

dx 

X 



log X + C 



Enthalt das Diiferential einen konstanten Faktor a, so kann man 
schreiben 

/a x° d X = a /x" d X = a ^^-r-r + C 

" "^ n+l 
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Denn diese drei Ausdrücke liefern, wenn sie diflPerentiirt werden, 
ein und dasselbe DifTerential. Somit geht der konstante Faktor unver- 
ändert aus dem Differential in das Integral über, und es kann ein 
solcher Faktor vor oder hinter das Integral - Zeichen gesetzt werden. 
Nach diesen Regeln erhält man z. B. 

Jadx = ax-f-C 
/2x«dx=:ix*+C 
/lxdx = lx» + C 
/jx*dx = J.|x'«+C 

68. L^garithmische und eip^nentielle Integrale. Durch Umkehrung 
der Differentiation folgt unmittelbar 

"^ =-Jog(a-x) + C 



Sä 



Alle gebrochenen lUfferential formein, deren Zähler das Differential 
des Nenners ist, führen durch die Integration auf Logarithmen. So ist 



^''^^ :=, log (a« -f X«) + C 



/■ 

/ cogx d 
sin X 



a» + x2 
X dx 



=z log »in X + C 



I = -r I 1 , = T- log (a -f- *> x) + C 

J a-f-hx bja + bx b ** ' 

Die Differentialformeln (2) und (1), §. 15, geben unmittelbar 
/e* d X = e" f C 



X 
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69. Trigonometrische Intregale. Durch Umkehrung der Differen- 
tiation folgt 

J cos X d X == sin X -f C 

j sin X d X = — cos X -|- C 



/- 



= tang X + C 



cos ^x 
dx 



sin^x 




— cotg X + C 


sin X d X 
cos *x 


. — 


sec X + C 


cos X d X 
sin *x 




— cosec X -|- C 



/ 

Um das Integral von sin2a:da; herzustellen, ist es nöthig, dass 
sowohl in sin 2x als in dx derselbe Bogen vorkomme. Nun ist aber 
da; = \d (2x); somit hat man 

/sin 2 X d X = 4 /sin 2 X d (2 x) = — J cos 2 X + C 

Ganz ebenso ergiebt sich 

/ cos 4 y d qp = i j cos 4 y d (4 qp) = J sin 4 qp + C 

76. KreisfunktUnen. Mit Rücksicht auf die DifTerentialformeln in 
§. 20 und 21 erhält man 

(2) /"TTl^ == Are (tang = x) + C 

/dx 
- = Are (sin vers = x) -|- C 
V 2x — X* 

(4) r .i^— = Are (sec = x) + C 

J X V X* — 1 

/d X 
-., auf die erste dieser Formeln zurück- 

V a« — X« 

zuführen, schreibe man 



yi^ 



'"F-ar 



und betrachte hierin nicht x. sondern — als Sinus, so wird sein 

a 



(5) 






(6) 
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Ganz ebenso findet man 



Setzt man in Formel (5) statt a; die Grösse b -\-' y, also 

dx = dy, x« = b» + 2by + y^ 
SO folgt 

J Vli»_b« — 2by — y» V a / ' 

Schreibt maa hierin a^ — b^ =^ Ay — 2 A = 5, also b = 5- 

und a* = j , so wird 

(7) C—=JL=- = Are (.ln:= . /^"^ ) + C 

J yA + By — y« V y4A+B«/^ 

Für ^ = wird diese Formel 

71. Integration einer Summe T«n Differentialien. Es ist 

/[f(x)dx + y(x)dx + ..] = /f(x)dx + /9)(x)dx + .\ 

Denn diiferentiirt man auf beiden Seiten, so erhält man gleiche Werthe. 
Folglich wird eine Summe von. Differentialien integrirt, indem man 
jedes Glied integrirt und die erhaltenen Integrale addirt. So ist 

/(a + bx+cx«)dx = ax + -^ + -^ + C 
/ (a« — X«) d X = a «x — -y^ + C 

/(xyi'+aVT)dx=:fx* + -?^x* +C 

Da sin *a: = ^ (1 — cos 2 x) und cos 'o? = J i\ "f* cos 2 x\ 
so hat man 

/ gin *x d X = ;i / ( l — CO» 2 x) d X = i X — i sin 2 X + C 
/cos«xdx=:i/(l+co«2x)dx=Jx + j8in2x4-C 

Es ist (a — xPdx = (a^ — 2ax-\'X^)dx^ folglich durch 
Integration 

/(a — x)« d x = a« X — a x« + 4- + C- 

o 
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Um das Produkt (a -{- xj (b — x) d x zu integriren, führe man 
die Multiplikation aus. Man erhält 

(a + x) (b — x) d X = [a b + (b — a) X — X«] d X 

Folglich indem man integrirt 

/(a + x)(b~x)dx = abx + (b-a)-^-^ + C 



72. Integration nach Toransgegangener Differentiation. Man diffe- 
rentiire V"a« + x« und Ya* — x«, so kommt 



ya» + x« Ya«— X« 

Mithin erhalt man, wenn die Formeln integrirt werden 

Man differentiire log {x + V"a* + x«), so folgt 

, , X d x 

dx -f- -!/ ■ 

ji / I -\/-"^~: — ¥x Va^ + x* dx 



x + Va^+x^ Ya' + x» 

Mithin durch Umkehrung der Operation 
Man differentiire x"""* Vbx — x*» so folgt 

d(x-"^ybT:r^)zr:(n-l)x— 'Vbx--x2dx+ ^''-^(^-^^)'*^ 

2ybx — X« 

Bringt man rechts auf gleiche Benennung und ordnet, so folgt 

2 Ybx — X« Vbx-x» 

Man dividire mit n^ versetze die Glieder und integrire, so kommt 

J Vbx— X» »> ^ 2b J V b X — X» 

Für n =: 1 erbalt man hieraus 

r "»^ --V i.v_v. ij- f "^^ 

Somit unter Benutzung von Formel (8), §. 70 

ABTBNiiBiMEa, Elementarbnch. 5 
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Da ferner 

dsin "x =ngin"""*x co«x dx, dcos'x = — n cog"~*x sin x d x 

SO erhält man, wenn man mit n dividirt und integrirt 

(5) /«in "~'x CO« X d X = — «in "x + C 

(6) /co« "~^x »in X d X = — — CO« "x + C 

Für 72 = 2, 3 erhält man hieraus 

/«in X CO« X dx = J «in *x + C 
/«in "x CO« X d x = J. »in 'x + C 
/co» 'x «in X d X = — \ co» 'x + C 

Diese Formeln (5) und (6) gelten auch, wenn n negativ wird. 
Für w = — 1 erhält man z. B. 

CO« X d X 1 






sin *x «in x 

«in X d X 1 



+ c 



+ c 



CO« *x CO« X 

Man differentiire sin ^x cos x und cos ^x sin Xy so kommt 

d sin °x CO« x = — «in ""^*x d x 4- n «in " x co« 'x d x 
d cos "x «in x = cos ""^*x d x — n co« "~*x «in *x d x 

Man setze in den letzten Gliedern cos ^x = \ — sin ^x und 
sin ^x^= 1 — cos ^x, so folgt 

d sin ''x CO« x =: — (1 + n) «in "^'x d x + n sin ""*x d x 

dcos "x sin x = (1 + «) co» ""^^x d x — n cos """'x d x 

Mithin durch Versetzung der Glieder , Division mit 1 -j^n und 
durch Integration 

(7) /sin "+*x d X = ~ -7-f — sin "x cos x + -r^— /sin ""'x d x + C 

(8) /cos "+»x d X = -r4— CO« "x «in X + -7-4— /co« ""^x d x + C 

Für 71 = 1, 2, 3 erhält man 

(9) / «in *x d x = — J «in X CO« X + i X + C 

(10) J CO« 'x d X = 4 «in X CO« X -j- 4 X -(- C 

(11) / sin »x d X = — 4 ***> *^ cos x — } cos x + C 

(12) j cos*x dx ^r^cos'xsinx+lfinx + C 

(13) /sin*x dx=: — Jsin »xcosx + J(— 4»inx cosx + J x) + C 

(14) /cos*x d X = J cos »X sin x -j- J H sin x cos x + J x) + C 
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Führt man in (7) und (8) — n statt 4^ n ein und versetzt die 
Glieder, so erhält man 

/ dx 1 C08 X ■ n — 1 P dx 

gin°-*"*x """ n 8in"x n J »in""^x 

/ dx 1 »in X , n — 1 f * dx 

co»"-*-'x ~ ^ cos "x n J co»"-"'x 

Nach dieser Methode können offenbar unzählige Integralformeln 
abgeleitet werden, ohne dass irgend welche neue Lehren der Integral- 
rechnung in Anwendung kommen. 

73. Integration durch EinfiUiruig einer neien Yariabeln. Um die 

Formel d x Ya-^-bx zu integriren, setze man a -\- b x = z, so ist 

d X = — r- ; d X Va4-b x = -r- *^ d z 
b • b 

Folglich indem man integrirt 

oder wenn z wieder ersetzt wird 

/dxyir+"bI = -^(a + bx)8H-C 

Es sei zu integriren 

X dx 



V(x — a)» 

Man setze x — o = jy, so wird d x = d z, x = z -]- a und 



Mithin 



also 



^, - =r — *= — dz=:(az *4-z »)dz 

V(x— a)» z* 

r_^iJU:=-2az-H2z4+C 

J Vö^a)» • ' 

J y(x — a)» V VT^^ / 



74. Has theilweise Integriren. Es seien u und t) Funktionen der- 
selben veränderlichen Grösse^ so erhält man durch Differentiation 

d(uv)=:udv-[-vdu 

und hieraus durch Versetzung der Glieder und durch Integration 

(1) /udv==uv — Jvdu 

5* 
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Durch diese Formel gelingt es öfters, das Integral fudv in die 
beiden Theile u v und f v du in der Weise zu zerlegen , dass diese 
Theile nach bekannten Formeln hergestellt werden können. Die nächst ^ 
folgenden Beispiele zeigen die Anwendung dieser Formel. 

Um das Differential ^, ' zr- zu integriren, setze man 

« . xdx 



u = x dv = 



Va^ — X» 



so erhält man unter Anwendung der Formel (1), §. 72: v = — 
Vo*^^^^, mithin wird 

uvzr — x" V a* — X* vdn = — nx"~*Va* — x'dx 

Allein die letzte Formel giebt, indem man Zähler und Nenner des 
zweiten Theils mit Va« — x« multiplicirt 

. na«x"~*dx , nx»+^dx 



Ya« — X« Ya« — X« 

Setzt man diese Werthe von uv und vdu in Formel (1), so folgt 

J V a« — X* J Va« — X« J V a« — X« 

Zieht man die beiden gleichartigen Glieder zusammen und dividirt 

mit n -{- 1, so erhält man 



(2) 



/ x"-»-^ dx __ x' -^ ^ a . Pa* r x'"' d x 



Ganz ebenso findet man 

*' JViH^ »+1 *" +" B-MjVürq: 

Für n = 1 ergiebt sich aus diesen beiden Formeln 



J Va«-x« 2"" ^ 2 j V a'-x« 

/ x»dx X -w . , »» r__dx__ 

Va» + x» 2 ■ "^'^ 2jy^rqr^ 

Wenn man die zweiten Theile nach den Formeln (5), §. 70, und 
(2), §. 72, integrirt, so kommt 



(4) 



/vS=5=-T^^^^+f'"('- = r)+<' 



•" /v=f^,=f^'"+>"-f'»"«+^" +"•>+<= 
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Die vorstehenden Formeln (2) und (3) können benutzt werden, 
um das Differential a?"""' d x Va« — ay* zu integriren. Man multiplicire 
und dividire dieses Differential mit Ya* — x«, so erhält man 

B-i^ v-i 9 a^ x"-^ d X x"-^' d X 

V a« — X« V a ' — x^ 

Man integrire, führe den Werlh des letzten Gliedes aus Formel (2) 
ein und ziehe zwei gleichartige Glieder zusammen, so ergiebt sieh 

(6) /x»-'dxy7i5^=75=-P^yir=:i^+-^ f^^^^ 

1+n 1+n J Va»~x« . 

Ganz ebenso findet man die Formel 

Für 71 = ] , 2 ergeben beide Formeln 

(8) /dxya« — x2r=-|-yaa — x2+-^Arc(8ia = ^Wc 

(9) /dxVaa + x2z=AVa2 + x2+-^log(x+"Va« + x^) + C 



X2 



Allein die letzten Theile dieser zwei Formeln können mit Hülfe 
der Formeln (1), §. 72, integrirt werden, wodurch man erhält 

(10) / X d X Ya« — x* = — 1 (a« — x«)* +C 

(11) /xdxya« + x«==:J(a« + x»)* +C. 

Für n = Z erhält man aus (7) 

/x>dxyaM""^^4VliH^ + -?- f^fi^^ 

Führt man den Werth des letzten Integrals aus (5) hier ein, so kommt 

(12) yx»dxVa»+x« = 

^ yiäijr72 + J^ 1^1 y iFqr^:^ _. ^ log (x + 1^^ 

7S. Integration diirdi Reihen. Es sei 

(1) f(x) = A-fBx+Cx* + Dx» + .. 

eine konvergente Reihe. Multiplicirl man mit da:, integrirt auf beiden 
Seiten und bezeichnet die Konstante der Integration mit c, so folgt 
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(2) /(x)dx^c + Ax+ ®^ + -^ + -^ + .. 

Da nun die Reihe (1) der DifTerentialquotient ist von (2), so miiss 
nach §. 53 die Reihe (2) für dieselben Werthe der Variabein x kon- 
vergent sein, für welche auch (1) konvergent ist. 

Durch Division von 1 durch \ -\- od findet man 

-r-T = 1 — X+X* — X^+X* — .. 

1 -f-x 

Diese Reihe ist konvergent für Werthe von x zwischen — 1 und 
~\- 1. Man multiplicire mit dx und integrire, so kommt 

x' X ' x^ 
log(l+x)=ix — — + — 4- + -- 

Die Konstante der Integration ist =0, weil für o? = beide 
Seiten der Gleichung verschwinden. Die erhaltene Reihe ist die in 
§. 56 abgeleitete logarithmische Reihe. 

Für den Sinus von x hat man die Reihe 

x^ I x^ ■ . 

sm X — X 2 3"^ 2.3-45:'^* 

welche für jeden Werth von x konvergent ist. Multiplicirt man mit 
dx und integrirt, so erhält man 

Für a: = wird — 1 = C. Führt man diesen Werth von C 

ein und multiplicirt mit — 1, so erhält man die bekannte Gosinusreihe 

<> ,1 

X- , X* 



C08 X = 1 — -|- 



2 3-4 



76. Ausdruck für das fläehenelenent und die lläche. Es sei 

yz=Lf(x) die Gleichung einer Kurve CE (Fig. 23). Man bestimme 
die Fläche^, welche zwischen zwei Ordinaten BCundDE, der Abscis- 
senaxe und der Kurve liegt. 

Die Coordinaten des Kurvenpunktes C seien ^B^x, BC = y, 
Die zu bestimmende Fläche hängt ab von der Abscisse Xy ist also eine 
Funktion von x. Man bezeichne deshalb diese Fläche mit F (x). 
Es nehme o: zu um A o;, so wird y m y^^y und F (x) zu 
F(x)-\-^F(x). 



<y + Ay 
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Nun sei A jr = B m. Haa ziebe die Ordi- 
nate mn, so wird mn = y ^^A y und die 
' Flache ß ffl n C ^ A F firj geiu. Es sei die 
Kurve von C aus steigend, also mn = y -\- ^y, 
80 wird die Flache B mn C grüsser sein als 
das Rechleck B mn' C, desseu Grundlinie A x 
uod dessen Hohe y, und kleiner als das Recht- 
eck , dessen Grundlinie A x und dessen Hohe 
y -\- /\ y ist. Mithin wird sein 

AF(x) ^„ AF(x) 
Ax ^^' Ax 

Der Werth des Vorhailniises , liegt hiernach zwischen den 

Grenzen y und y -\- A y. LSsst man Ax abnehmen, d. h. rUckt 
man die Ordinate m n naher an B C, so bleibt die Creme y fest, 
wahrend die Grenze y -\- A y sich mehr und mehr der GrOsse y 
nähert und diese erreicht, wenn die endlichen Differenzen in Differen- 
tiale übergehen. Deshalb muss sein 

0) ^Ji^ = y •<'" dF(x)^ydx 

Man nennt die Grosse y d x das Differential der Rache F (x). 
Denkt man sich die Differentiale nicht =; 0, sondern unendlich klein, 
so ist y d X ein Rechteck von der Hohe y und der Breite d x. In 
diesem Sinne nennt man ydx Flachcnelement und stellt sich vor, 
dass die Flache F (x) um dF(x) oder um ydx zunehme, wenn x 
in X -{- d X übergehe. Diese Vorstellung ist Itlr die Anwendung sehr 
bequem, weshalb in der Folge Gebrauch davon gemacht wird. 

Integrirt man die letzte Formel, so erhalt man die gesuchte Fläche 
F(x)=/ydx 

Die Quadratur der Kurven besteht hiernach in der Bestimmung 
des Integrals f y d x. 

77. Trapeifläche. Es sei y = ao! -\- b die Gleichung einer Ge- 
raden. Die Coordinaten eines Punktes der Geraden (Fig. 24) seien 
AB-^ X, B C ^^ y. Die Flache zwischen den bei- ». g 

den Coordiiiatenaxen, der Ordinate B und der Geraden 
werde mit FfxJ bezeichnet. Den beiden Abscissen x 
und X -}- dx entsprechen zwei Ordinalen, welche ein 
Fiaehenelemenl dF(x) := ydx einschliessen. Führt 
man den Werth von y aus der Gleichung der Geraden 
hier ein, so folgt 



dF(x) = (»x+b)dx 
Wird diese Gleichung integrirt, so erhalt man 

P(x)--^ + bx+C 

Hieria ist die unbestimmte Konstante C zu ermitte)». LSssl man 
die Abscisse j4 B ^ x aai abnehmen, so nird auch die darüber 
liegende FUche F (x) ^ 0- Setzt man daher a; ^ io die letzte 
Gleichung, so folgt O^C, d. h. die Konstante fallt aus der Glei- 
chung weg. 

Wird X ausgedehnt bis zu dem bestimmten Werthe k, so folgt 
aus der letzten Gleichung 

F(h) = -!^+*bh 
Es ist iliess die Trapezflache Über der Abscisee k. 

38. Ireiecksliebe. Es sei B C= a (Pig. 25) die Basis und 
A D^^ h die Bithe eines Dreiecks. Die Spitze A werde als Anfangs- 
punkt der Coordinalenaxen und die Bühenlinie als Abscissenaxe ange- 
äig. 25. nommen. Der Abscisse A E ^ x entspreche eine 

Ordinalensumnie E m -\- E m ^= y, für welche man 
vermüge der Aehnliclikeit der Dreiecke A mn und 
^ C hat 

Der Inhalt des Fladienelemeates längs der Or- 
dinate m n wird deshalb sein 

»■'> = ¥■"'» 
Folglich die Dreiecksflache, indem man integrirt 

/»"■'=¥■ 5r+<^ 

Lasst man die Abscisse x abnehmen auf 0, so wird auch die 
Dreiecksflache f y dx =^ 0, folglich geht die letzte Gleichung für 
X = i} über in = C. Mithin Rtllt C weg und es ist 

Dreieck A m n := -j- -^ 

Dehnt man hierin x bis k aus, so erhalt man 

ah* B li 
DreleekABC— ^- -=- = -5- 
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3f. fuabellicke. Die Coordinaleo eines Puabtes der Parabel seien 
X, y. Man soll die Flache beslimmeQ, welche zwischen diesen beiden 
Coordinalen und dem entsprechenden Parabelbogen liegen. 

Zu den Abscissen x und x -{- dx gehören zwei Ordinalen, welche 
ein Plachenelement einschliessen vor der Breite dx und Hohe y, 
also dem' Inhalle y d x. Vermöge der Gleichung der Parabel ist aber 
y = VTpx. Hithin wird das Flachenelement 

y<i\ = VTpldii=VJpJ da 
und folglich die Fläche, indem man inlegrirt 

/ydx = V2?/x*dx = |V2^ x'+C 

Für a; = wird auch die Flache f y d x = (}. Mithin wird 
auch C^O, Es ist deshalb die gesuchte Flache 
/ydx = }xV2^ = |xj 

Nun ist X y die der Parahelßadie umscliriebene RechtecksHache. 
Folglich ist die Parabelflache | von der umschriebenen ßechlecksflache. 

81. Ckbki eUes Integrals. Ein Differential von der allgemeinen 
Form f(x)dx bann immer angesehen werden als Differential einer. 
Flache, begrenzt von einer Kurve n ö' c' .. , deren Gleichung y=f(x) 
ist. Folglich stellt das Integral j f(x}dx die FlBche dieser Kurve 
dar. Nun erhalte man durch Integration 

(1) /f(x)dx = F(x) + C 

In dieser Gleichung ist die Konstante C unbestimmt; deshalb 
nennt man auch F(x)-\-C das unbestimmte Integral von f(x)dx. 

Gesetzt die Fläche zwischen der Kurve und der %%. 26«. 

Ahscissenaie verschwinde ii^t x^^a=^a (Fig. 26), 
so erhalt man aus (1) 

= F (■) + C, C := - F (b) 

Set» mau diesen Werth der Konstanten C in 
(I). so folgt 

(2) /f(x)dx=F(Ä)-F(a) 

Dieser Werth des Integrals ist die Flache über der Abscissen- 
dilferenz x — a. Wenn also Ax = x, so ist F (x) -^ F (a) die 
Flache axx'. Das Integral in der Form (2) heisst ein partiku- 
lares. 

Dehnt man den Werth der Abscisse in (2) von A a:= a bis 
A b := b aus, so geht (2) Ober in 

j'f(x)dx = F(b)-F(a| 
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Dieses Integral ist die Flache ab b' Aber der Absei SEendiffe reo z 
b — a. Wegen der bestimmten Grenzen , zwischen welchen die Va- 
riable X eiDgeBchlossen ist, wird F (b) — F (a) ein bestimmtes 
lülegml geoanDt. 

Um im unentwickelten Integral j f(x) dx die Grenzen anzuge- 
ben, zwischen welchen x sicli ündern soll, schreibt maii nach Fourier 
diese Grenzen neben das Zeichen f wie folgt 

/fWdx 

und sagt, das Integral sei zwischen den Grenzen a und b zu nehmen. 
Dabei wird a die untere, b die obere Grenze der Veränderlichen ge- 
nannt. Es ist klar, dass f (x) sich stetig ändern muss beim Ueber- 
gang von x aus a ia b und dass f(x) für keinen Werth von x, der 
zwischen a und b liegt, unendlich gross wurden darf. 

Es sei c > & >- a, so hat man mit Bochsichl auf die Figur 

Fläclie acc' — /r(x)dx = F(c) — F(s) 

Hiche •bb' = /f<x)dx = F(b) — F(») 

Flicliebcc'b'= /'f(x)dx=F(c) — F(b) 
\ 
Setzt man in das uubestimmte Integral zuerst die obere, sodann 
die untere Grenze von x und zieht das letztere Resultat vom erstem 
ab, so erhalt man das bestimmte Integral TUr diese Grenzen. 
Aus den drei letzten Formeln folgt 

(3) /'f(x)dx = /f(x)dx+/f(x)dx 

d. h. um ein bestimmtes Integral zwischen den Grenzen x^a bis 
x = e zw erhalten , kann man iotegriren von x^ a bis x ^^ b und 
sodann von x^ b bis x^^ c und die Resultate addiren. 
Da ferner 

b 8 

/f(x)dx = F(b)-F(a), /f(x)dx==F(a»-F(b) 

so folgt hieraus 

(4) /f{x)dx=-/f(x)dx 

d. h. wenn man die untere und obere Grenze eines Integrales ver- 
wechselt, so ändert das Integral sein Vorzeichen. 
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81. Iläcke «lier Hirre, der» filelchu^ Ist 

Diese Gleichung giebt (siehe §. 7) eine Kurve, welche die AbscJs- 
seoaxe (Fig. 27) in E und L schneide). Der Kurventheil EKL liegl 
upterhalb der Abscissenaxe. For y = erhalt man x^AE^^^ 
und x^=-ML^—\. Die Coordinalen des 3i9.27. 

Punktes C seien x = A B, y ^ B C, so ist 
das Flächenelement längs der Ordinate BC:= 
ydx = (x*—x--V äx; folglich die Flache 
zwischen der Kurve und Abscissenaxe Tiir un- 
bestimmte Grenzen 

Es sei .<^0' = 4, so ist die Flache £0'C' 

/ydx^(V— <-8 + C)-(|-i-l + C| = 8j 
Ferner die Flache EKL uDterhalb der Abscissenaxe 

/jdx=(S-t-4 + C)-(-i-i-i-2 + C) = -4i 

Der Inhalt dieses Flacheotheiles hat das negative Vorzeichen, weil 
die Ordinalen zwischen L und E negativ sind. Die Summe der bei- 
den berechneten Flachentbeile wird also erhalten, wenn man den letz- 
ten Theil vom erstem abzieht. Es Tolgt hieraus , dass das Integral 
J y dx hier nicht zwischen den Grenzen :>; ^ und x =^ 'i, oder 
x^ — i und + 4 und überhaupt nicht zwischen zwei Grenzen zu 
nehmen ist, innerhalb welcher die Ordinate ihr Vorzeichen ändert. 

Wenn somit eine Kurve durch die Abscissenaxe geht, die Ordi- 
nale also ihr Zeichen ändert, so muss die Integralion fQr die Theile, 
welche oberhalb und unterhalb der Abscissenaxe liegen, getrennt aus- 
geführt werden. 

S2. Flicke der Ellipse. Die Gleichung der Ellipse für den Mittel- 
punkt ist 

Mithin das Fläclienelement 
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und das unbestimmte Integral hiervon nach Formel (8), §. 74 

Y fV a» — x2 d X = ^ [x yä«^^2 _j_a« Are (^sin = ^)] + C 

Für X = wird die rechte Seite dieser Gleichung = C, da 
Are (sin = 0) verschwindet. Mithin ist die Fläche über der Abscisse x: 



a 



r V a» — X» d X = -^^Tx "Va« — x« + a« Are («o = ^Jl 
o 

Um den vierten Theil der Ellipsenfläche zu erhalten, muss x von 
bis a genommen werden. Nun wird die rechte Seite dieser Gleichung 

für die obere Grenze a: = a zu -s- Are (ain = 1) = -j- • y » 

für die untere Grenze o; ^= zu 0. 
Folglich die Differenz dieser Werthe 



b 

a 



a 

TVa« — x^dx^iJabTT 



Mithin ist die ganze Ellipsenflache = a b v. 

Für den Kreis ist a = b. Ersetzt man also im Vorhergehenden 

das Verhältniss — durch 1, so erhält man die Formeln für die Quadra- 

tur des Kreises. 

83. Fläche der Hyperbel. Die Gleichung der Hyperbel für den 
Mittelpunkt ist 

^ a 
Folglich das Flächenelement 

Y d x = — V"x* — a* d X 

^ a 

Integrirl man nach Formel (9), §. 74, so erhält man 

(1) fydx=~ [x V X» — a« — a« log (x + "V x« — n»)] + C 

iS a 

In diesen Formeln rauss x^ a sein. Um deshalb die Fläche 
zu finden^ welche zwischen der Abscissenaxe , der Ordinate y und 
dem betreffenden Hyperbelbogen liegt, muss dieses Integral von a;=a 
bis x = X genommen werden. Nun wird die rechte Seite von (1) 
für X = a zu 

^-^aMoga + C 
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Zieht man diesen Werth des InteRrals von (I) ab, so eriiBlt man 
die gesuchte Flüche 

84. twidratar 4er gleldigeltigen Ijrperbel. Die Asymplolen dieser 
Hyperbel sieben rechtwinkelig aur einander. Nimmt man dieselben als 
Coordinatenaicen Om, Oy (Fig. 28] an, so ist die Gleichung der Hy- 
perbel y x^ m"^. Der Einrachheit wegen setzen y,^ gg 
wir jedoch m ^ 1 und erbslteo 

X y =: I, oder y ^ - 

Wenn die Abscisse .<^ ^ t, so ist die ent- 
sprechende Ordinale AB^=\. Es seien x^ OD, 
y := CD die Coordinaten eines Hyperbelpunlttes C. 
Man lasse x und dx zunehmen, so ist das FlBchenetemenl ISngs der 
Ordinate CD 

Folglich die FUclie zwischen der Abscissenaxe und der Kurve fdr 
unbestimmte Grenzen von x 



(1) 



/i;^=,ogx+c 



Rilckt man die Ordinate CD gegen die Ordinalenase hin, bis 
sie mit ihr zusammennillt, so ist auch die zwiscbenliegende Flache 
= 0; folglich giebt (1) 

0=— »+C 

Also ist die Konstante C^co. SeUt man a; ;= 1 in (1), so 
stellt die linke Seite der Gleichung die Flache y A B dar; folglich 

Flädie yOAB = C = ao 
Hieraus erkennt man die geometrische Bedeutung der Konstanten C 
Es sei E F eine Ordinate für die Ahscissc E ^ a, so ist 

f— — log • = Fliehe A B F B 
1 
Diese Flache ist somit der natürliche Logarithmus ihrer Abscisse a. 
Wegen dieser , Eigenschaft werden die naturlichen Logarithmen auch 
hyperbolische genannt. 



85. tu^ntar itt U^ßtUkmltAtm Unit. Die Gleidiung «lieser 
Linie C Sf N (Fig. 29) ist 

(1) x = loBy 

Pur Wertbe von y, welche kleiner sind als 1, wird x negativ; 
solche Wertlie geben den Kurvenast MN, der sich iminer mehr 
der Abscissenaxe nähert und dieselbe für f/ = 0, also x=^ — oo er- 
reicht. Wenn y^\, so wird x = <i. Diese Wertbe geben den 
Durchschnitt M der Kurve mit dtr Ordinatenaxe. Wenn y von 1 an 
wachst, so enirernt sich der Kurvenast M C von beiden Axen. 
Man gebe von den Logarithmen der Gleichung (1) 
zn den Zahlen über, so ist y = e*; Tolgüch das 
Flachenelement 

Sdx = e"dx 
Hithin durch Integration 

(2) /e'rtx = e"-I 

{3) j1'dx = t-e-* 

Wenn x^ j4 B, so stellt das Integral (2) die zwischen den Or- 
dinalen BC und j4 M liegende Flache dar. Wenn — x = AD, 
so ist das Integral (3) die Ftilcbe zwischen den Ordinateo D N und 
AM. Wird die Abscisse in (3) bis — oo erweitert, so wird e~^^^0', 
Tolglich ist die zwischen der Abscissenaxe und der Kurve gelegene 
Flache, von der Ordinaleoaie an nach links ins Unendliche reichend, 
gleich 1. 

SC. ftudiAtu der CyclcMe. Wenn ein Kreis auT einer geraden 
Linie TortrollE, so beschreibt ein bestimmler Punkt des Kreisumranges 
wahrend der Rotation eine Kurve, welche Cycluide genannt wird. 

Es sei CD (Fig. 30) der Rollkreis, AB die Gerade oder Grund- 
linie und C der Punkt, welcher wahrend des Rollens die Cycloide be- 
schreibt. Wenn der Kreis um den Bogen C D, in der Richtung von 
A nach B, forlrolK , so muss das Stück A D der Grundlinie gleich 
dem Dogen CD, ebenso die ganze Grundlinie gleich dem Umrang des 
Rollkreises sein. 

Nun sei a^=OC der Halbmesser des Kreises, af ^ Bogen CD, 
also 9> der dem Cenlriwinkel C D entsprechende Bogen lUr den 
Halbmesser = 1; ferner sei x^AE die Abscisse und y=C E 



die Ordinnte des Kurven- ~. _ 

punkles C, so ist, weno — 

CF parallel zu ^ B ge- 
legt wird 

äE=AD— CF 

C B = O D — O F. rIio 

y = «(l-€osv) 
d X :=n(l — tOti/i)i'f- 

Das Element der Fläche ^ C E ial deshal)) 

jdx =a»(I — coiy)'(i ¥ = »*(! — 2c(i»v + cus»v)ily - 
Setzt man hierin cos 'y ^= J (1 + cos 2 9), so wird 

y d I = a« (4 — 2 CO» ¥ + i cos 2 V) d 9 
Hiervon ist das Integral 

/ydx = ««(^--2«»T + iim!v) + C 

Nimmt man dieses Integral rechte zwischen den Grenzen fp ^ 
und 9 = <p, so erhalt man 

Fläclie A E C = a» (^ — 2 rin » + i «'n 2 f) 

V/enn hierin 9> bis zu 2 n- ausgedehnt wird, so erhält man den 
Inhalt der ganzen KlSche zwischen der Cycloide und der Grundlinie 
= 3 a^ w. Derselbe isl also das Dreifache vom Inhalt des Rollkreises. 

87. las kestiaale litesral ils Sänne «endllck klelier neue. 
Es sei y = f(x) die Gleichung einer Kurve B E (Pig. 31). Folglich 
y d X ^= f(x) d X das DiQerential der Fläche dieser Kurve. Man ziehe 
die Ordinaten j4B und DE und setze Abscisse OA = a, OD ^ b, 
so ist die Flache zwischen den Grenzen x := a und x ^ b 

(I) FlacheADEB = /f(x)ds 

Man theile die AbscissendilTerenz AO=^b — a 
in gleiche Theile AA', A' A", .., errichte über 
den Theilungspunkten die Ordinaten AB,A'B',.., 
vollende die Rechtecke ^fiC^', ^'ffC'^",.., 
bestimme die Inhalte dieser Rechtecke und bilde 
ihre Summe, so wird diese Summe kleiner sein 
als die Flache (t), wenn die aufeinander folgen- 
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den Ordinalen wachsen, und grösser als (1), wenn diese Ordinalen 
abnehmen. 

Bezeichnen wir die Breite A A* ■=^ A* A** = . . der Rechtecke 
mit A Xy ihre Anzahl mit w, so ist « A o; = A — a. 

Die Hoben der Rechtecke werden erhallen, wenn man in yz=^f(x) 
statt X die den einzelnen Rechtecken entsprechenden Abscissen ein- 
führt. Man erhält für die aufeinander folgenden Rechtecke 

Abscissen. Ordinaten Rechtecke. 

a f(a) f(»)-Ax 

a + Ax f(a + Ax) f(a + Aa).Ax 

a + 2Ax f(a + 2Ax) f(a + 2Ax).Ax 



a + (ii-l)Ax f[a + (n-l)Ax] f[a + (n- l) Ax] • Ax 
Die Summe dieser Rechtecke ist 

[f (a) + f (a + A x) + f (a + 2 A x) + . . + f [a + (n - 1 ) A x]] . A X 

Dieser Ausdruck nähert sich mehr und mehr dem Werthe (1), 
wenn n wächst, also Ao: abnimmt und erreicht den Werth (1) als 
eine Grenze, wenn n unendlich gross, also A o? zum Differential dx 
wird. Folglich ist 

/f(x)dx = [f(a)-f-f(a + dx) + ..H-f[a + (n~l)dx]]dx 
a 

Hierin erscheint die rechte Seile als eine Summe aus unendlich 
vielen, unendlich kleinen Theilen. Das bestimmte Integral ist gleich 
dieser Summe. Da nun f(x)dx die allgemeine Form für jedes 
Differential, also der Ausdruck (1) die allgemeine Form für jedes be- 
stimmte Integral ist^ so gilt der Satz allgemein. Natürlich ist voraus- 
zusetzen , dass die Kurve zwischen den Grenzen o; = a und x = b 
kontinuirlich sei, also die Ordinate ffx) nicht imagioär oder unend- 
lich werde. 

Auf dieser Auffassung eines Integrals als einer Summe unendlich 
kleiner Theile beruht die Anwendung des Integralzeichens / (Summe). 



III. B^WifAatton der %mvtn. 

88. Aasdnek fir 4*9 Elen»t eines Btge». Es sei y^f(x) 
die Gleichung einer Kurve C E (Pig. 32). Die Ordinaten ED und 
C B dieser Kurve schliesseD einen Bogen EC = s ein. dessen DilTe- 
reotial zu beslimmen ist. 

Die Bogenlänge » hangt von der Abscisse 
j4B = x ab, ist also eine Piinklion von x. 
Wenn x in x -\~ ^ x'^ Am übergeht , so 
wird y zuj/J^At/:=»in und * lu e + A * 
^ En. Man ziehe Cn' parallel zur Abscissen- 
axe, so ist nn'^Ay. Legt man noch eine 
Sehne durch die Kurvenpunkte C und n, so 
ist die Lange dieser Sehne 

V(Ax)' + (Ay>« -■= A X ]/l+(^)' 

Allein das Bogenstilck Cn=^A8 ist langer als die Sehne, mit- 
hin wird sein 

Wenn hierin A x ohne Aufhören abnimmt, so nähert sich der 
Bogen A ■ der Sehne als einer Grenze und erreicht dieselbe, wenn 
A X zu d X wird. Alsdann wird A « zu ds und man hat 



Denkt man sich das Differential dx uaendtich klein statt 0, so 
sind d y und ds ebenfalls unendlich klein. Diese drei DilTerentisle 
bilden alsdann ein rechtwinkeliges Dreieck, dessen Hypotenuse ist 



(I) 



f^=->F'+(^)' 



Wenn nach dieser Vorstellung, welche für alle Anwendungen sehr 
bequem ist, die Grosse x um d x zunimmt, so nimmt auch der Bo- 
gen s um ds zu. Das Differential ds heisst nach dieser Vorstel- 
lung Bogenelemeiit. 



— 82 — 
Wird die Formel (1) integrirt, so erhält man 

als Ausdruck für den Bogen E C. Die Ausführung dieses Integrals 
heisst die Rektifikation der Kurveri. 

89. Gerade Linie. Die Gleichung der geraden Linie ist 



y = ax + b, folglich 



dy_ 



=:a 



dx 

Setzt man diesen Werth von -^ in die Formel (1), §. 88, so 
erhält man für das Bogenelement 

Das Integral dieser Formel ist 

8 = Vl + a«/dxr=Vl+a«x + C 

Mithin die Länge der Geraden innerhalb der Abscissen x, und x^, 

8 = VT+ä» (x„ — X,) 

M. Rekdlkati«!! des Kreises. Die Mittelpunktsgleicliung des Krei- 
ses ist y^ -\-x^ = a^. Durch Differentiation dieser Gleichung folgt 

/dv\* a* 



-=-]/' +(4^r = yfe- 



Wird diese Gleichung unter Berücksichtigung von Formel (5), 
§. 70 integrirt, so erhält man 



8=8 



/ ^, — a Are (sin = — ) + 

y^ir^ X« V a ; 



c 



Wird x zwischen den Grenzen b und c genommen, so erhält man 
für den Bogen, der über der Abscissendifferenz e — b liegt, den 
Ausdruck 






dx r* / • c\ - . / . b 

== zr a. Are ( »in = 



.)-Arc(..a=4)] 



femer für den Bogen, der über der Abscisse x liegt 

g = aArcfgin = — j 
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und für den Viertelskreis 

*^0 



= • / .. , ^ ^ = a Are («n = 1) = 4 r ^ 

J V a* — X« 



91. KektifikatUn der Parabel. Aus der Gleichung y^ = ip x 
der Parabel folgt y d y = p d x. Folglich 

dA=-^yp*Ty» 
P 

Wird nach Formel (9), §. 74, integrirt, so kommt 

Für ^ := wird aach Bogen «==0. Setzt man diese gleich- 
zeitigen Wertbe in diese Formel/ so erhält man 

Führt man diesen Werth der Konstanten C in die Formel für s, 
so ist die Lange des Parabelbogens vom Scheitel bis zum Punkt x, y 



92. Kektilkati«n der iweiten kaUscheii Parabel. Die Gleichung 
dieser Kurve ist y* = a^ o:*. Hieraus folgt 

1 d X 3 1 
^ dy 2a ^ 

Mithin das Bogenelement 



'Um dieses Differential integriren zu können, führe man eine neue 
Variable z ein, so dass 

9 4 a* 

1 + -jjä- y = *' also d y = — y— d z 

so erhält man für das Bogenelement 

^ 4 a» I . 
d « = — r — z« d z 

und für den Bogen, indem man integrirt 



8 = 
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4 a« 



iz*+C = ^(H-^y)+C 



Nun sind die Coordinalen des Anfangspunktes der Axen o; ::= 0, 
y = 0. Zählt man den Bogen s von diesem Punkte an , so ist für 
o; = auch « = 0. Für diese Werthe von y und 9 wird die letzte 
Gleichung 

Führt man diesen Werth der Konstanten C ein, so wird die Länge 
des Kurvenbogens zwischen den Ordinalen und y: 

93. Rektilkatlon der Ellipse. Die Gleichung der Ellipse ist 
a* y* -\- b^ x^ = o* b^. Setzt man hierin a? = a sin y, so folgt 
y =: acos y, mithin rf o; = cos y rf y, d y = — b sin g> d 9. Folg- 
lich ist das Bogenelement 

d8 = Vdx* + dy« = d y V a» CO« «y + b* sin «y 

Nun ist aber cos *y = 1 — sin *SP» folglich 

l 5 sin «9 J 

. ^« b« 

Setzt man hierin ^--^ — 5 = e^, so folgt 

d s = a d y Vi — e« »In «<f> 

Um integriren zu künnen, entwickele man die Wurzelgrössc nach 
dem binomischen Satze in eine Reihe. Man erhält 

(l -♦ e* sin *(f)^ = l — ^ e* sin "y — Je* sin *(f — -fg e* sin ^(p — . . 

Diese Reihe ist konvergent^ da der grösste Werth von e sin 9> = 1 
ist. Vermittelst dieser Reihe wird 

(1) ds = ad^(l — i e* sin '^' — J e* sin *y' — . .) 

Die Glieder auf der rechten Seite können integrirt werden nach 
der Formel (7), §. 72 

/sin V d <f = sin ""^ cos (f ^ "^ — /sfn°~V ^ ^ 

Man erhält für x = bis x=x, also für SP = bis y = SP: 

J nn ^(f d (ff =: — ^ 8\a (f> coB (p + ^ (ff 
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» 

J Bia*(fd(p = — i sin 'y cos 'f + 1 ( — i sin ^ cos 9 + ^ ff) 


J iiü^(fd(p=± — J sin *<f cos y + J ( — J sin *<ff cos 'f — | sin y cos y + J 'f ) 
* etc. etc. etc. 

Hierfür wird nun nach Formel (1) der Bogen s sein 



s 



— =:(f' — i e* (^ ^ — ^ sin ^ cos q) 

— -j-j e* \^Yr^ ^ — "274 **" '^ cos(f> — i sm »«f cos f> J 
113 . /1-3-5 1-3 5 . 1-5 . . , . « \ 

— etc. etc. , 
Wird dieses Integral zwischen den Grenzen x = und x = a, 

TT 

also zwischen 9^ = und 9> = y genommen, so erhält man den vier- 
ten Theil vom Umfang « der Ellipse. Folglich ist 

Betrachtet man die Erde als elliptisches Sphäroid, so bezeichnet 
2 a TT die Länge des Aequators uiid u die eines Meridians* Nun hat 
man für die Erde 

c* = 1 — (-^j =1 - (5II)' = 0,0069 0844 

Mithin 

= 2a »0,998 2681 

d. h. es verhält sich der Aequator zum Meridian annähernd wie 
1000 : 998,3. 

Nach französischen Messungen gehen 10000000 Meter auf einen 
Meridianquadrant; folglich wird sein 

^ ' 0,998 2681 = lOOOOOOO* 
a = 6377242™ 

94. Rektilkation der Cychlde. Es sei der cycloidische Bogen 
(§. 86) j4C=^Sy folglich das Element dieses Bogens dsz=z'\/ ^x^-^-dy*. 
Allein die Gleichungen 

x=:a('f — sinrf), y=:a(l — cos^) 

der Gycloide geben, indem man differentiirt 

dx=:a(l — cos^)d(f, dy r=:asiny d/f 

Vermittelst dieser Werthe wird das Bogenelement 

d s = a d ^ Yl (1 •— cos (f) 



Nun ist I — cos y — 2 sin (|^J, foiglicb 

.=../.,(!). (i)=-..„.(l)+o 

Mithin der Bogen (tlr die Grenzen y ^= bis y = V 

■='■(■—-1) 

Dehnt man hierin <f b'n 2 v aus, dreht man also den Rollkreis 
vollstltntli)^, so isl, da cos n- ^ — 1, die Lauge der ganzen Cycloide 
,:=8a, d. h. das Vierrache vom Durchmesser des Rolikreises. 

99. RektIfikUltn 4er MrciMTolrat«. Wenn sich ein Kreisbogen 
^ B (Fig. 33) vom UmTange des Kreises abwickelt und sich dabei in 
eine Gerade C B so ausstreckt , dass diese Gerade rorlwahrenit Tan- 
gente an den Kreis bleibt, so beschreibt der Endpunkt C der Tangente 
eine Kurve, welche Evolvente des Kreises heisst. 

Der Halbmesser des Kreises sei a, die Lunge ^ B des abge- 
wickelten Bogens = a f, wobei ^ den Bogen bezeichnet, welcher dem 
Centriwinkel BOA für den Halbmesser = 1 entspricht. Man lege 
rechtwinkelige Coordinatenaxen durch den Mittelpunkt; die Abscissen* 
axe gehe durch den Anrangspunkt A det Kurve. Die Coordinalen des 
Kurvenpunktes C seien C = x, C C = y. 
Man ziehe noch B B' senkrecht und C D pa- 
rallel zur Abscissenaxe, so ist 

O C :^ O B' -1- D C, C C = B B' — B D 
Da nun Tangente Cfi^ Bogen ^B und 
Winkel C B D = Winkel ^ Ö ß, so geben die 
vorstehen^len Gleichungen 

y = B«[ii7 — av-co»7. 
Der Bogen A_C werde mit * bezeichnet, so ist du ^^ Ydx*-\-ds'' 
Nun ist aber 

d X ^: a Y ' cos 'fiA'f; d y ^ R 7- lia 7' d if 
Mithin das Bogenelemenl und der Bogen 
.Ii = a7d7 



IV. fom^tanation der llatattonsfläclun. 

M. AüBdrack fnr dis Eleaeit der KcUtloisläcke. Es sei y^=f(x) 
die Gleichung eioer Kuire E C (Fig. 34). Diesellie mache eine gaoze 
Drehung um die AbBcisseuaie. Man suti den luhall der von der 
Kurve beschriebenen Oberflache bestimmen. 

Die Coordinaten des Kurveapunktes C seien x, y, die Lange der 
Generatrice C £ =^ t. Da « eine Funktion von x ist, so wird auch 
die Rotationsfläche von x abhängen und durch F(x) bezeichnet wer- 
den können. Es nehme x um A^ = Bm zu, so ändert sich F(x) 
um AF(x), y um Ay^nn' und a um Aa = Cn. Die Aende- 
rung von A y kann positiv oder negativ sein, q,. ^^ 

je nachdem die Kurve von C aus steigt oder 
ßllt. Man lege durch die Kurvenpunkle C, n eine 
Sehne, so ist deren Lange ^ V(Aic)* + (Av)'. 
Diese Sehne ist kürzer als der Bogen A t. 
Dreht sich die Sehne mit der Kurve um die 
Abscissenaxe, so beschreibt die Sehne die Ober- 
flache eines Kegelmantels. Da die Halbmesser 
dieses Kegelmantels y und y^^y sind, so ist dessen Oberflache 
= ff fy + y i A y^ y(A*)' + (Ay)'. Dieser Kegelmantel ist kleiner 
als die Zone A F (x), welche vom Bogen A s beschrieben wird ; 
Tolglich wird sein 

AF(x) 



"(ayiA 



"^'V'H^)' 



>i 



nimmt hierin Ax ohne AulhOren ab, so nflhert sich die Zone 
dem Kegelmanlel als eine Grenze. Diese Grenze wird erreicht, 
wenn A ^r zu rfa; wird. Alsdann reducirt sich 2 j/ ^ A y auf 2 j/, 
die Verhältnisse -^^, — äV^ werden zu OilTerentialquotienlen und 
man erhalt 



Da hierin dx yi ~'~(t^) ('"'''^'i d^^ DiflerentiaW« des Bogens 
ersetzt werden kann, so findet man als Differential der Rotationsfläche 

(I) dF(x) = 2nydB 

Stellt man sich dx unendlich klein vor, so ist ff ^ das Bogen- 
elemenl der Kurve; folglich 2 w ij d a das Flachenelement, welches 
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von dsy im Abstand y von der Axe, bei der Rotation beschrieben wird. 
Durch Integration der Formel (1) erhält man die Rotationsfläche 

(2) F(x)=:2«/ydg 

^ 97. fberläche eines Kegeluntels. Die Axc des Rotationskegels 
sei h, der Halbmesser der Grundfläche r, der Halbmesser eines Schnittes 
im Abstand x von der Kegelspitze, normal zur Axe, gleich y, so ist 

y:x=:r:h, y — —x, dy=-j-dx 
Mithin das Element dn der Kante des Kegels 



A 1/. I /dy\« V^||« + r«^ 



Somit die unendlich schmale Zone i v y d s, welche d s bei der 
Drehung um die Axe beschreibt 

d F (X) = r^r ! X d X 

n 

und der Mantel des Kegels für unbestimmte Grenzen von x, indem 
man integrirt 

Folglich der Kegelmantel zwischen den Grenzen x = unda: = A 

F (li) = TT r V U* + r« 

98. Oberlaehe der Kigel ud Kiigelione. Die Kugeloberfläche ent- 
steht durch Drehung eines Kreises um seinen Durchmesser. Der Halb- 
messer des Kreises sei r, so wird sein 

y*=3r* — X*, dy=: dx 

y 



d.=dx|/i+(ii.y=d 



Vx«-(-y*_ rdx 



y y 

Hiernach wird das Flächenelement 2Tt/ds der Kugel ^= 2 ir r d x 
und die ganze Kugelfläche, indem man von x = — rbisa; = -|-r 
integrirt 

27rr j dx = 47ir* 



— r 



Stehen die beiden parallelen Ebenen^ welche eine Kugelzone aus- 
schneiden, vom Mittelpunkt der Kugel nach derselben Seite hin um 

h und h' ab, so ist der Inhalt dieser Zone 

27rr f dx=:2wr(h' — h) 
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99. •berläeke des Panbcloids. Diese Oberfläche entsteht durch 
Rotation einer Parabel um ihre Axe. Die Gleichung der Parabel ist 

y = yj^, folglich 4^ = 



dx-yj 



px 



Mithin das Element 7,7: yds der Rptationsfiläche , welche wir mit 
F (x) bezeichnen wollen 

d F (x) = 2 w Y^ V2x + p d x 

Um integriren zu können, setze man 

2 X 4- p = z, also d X = ^ d B 
so erhält man 

d F (x) = TT y pTa* d z 

F(x)=|.'y7z« + c 

F(x) = |7rV7(2x + p)*+C 

Für o; = wird auch die Parabelfläche F (x) =- 0. Diese 
Werthe, in die letzte Gleichung eingesetzt, geben 

= f»p»4-C 

Führt man diesen Werth von C in die Formel für F (x), so er- 
hält man die Paraboloidfläche von der Hohe x, vom Scheitel angerechnet 

F(x)=};rV7[(2x + p)$~p«] 

IM. Oberfläche des ElUpsoides. Diese Oberfläche entsteht durch 
Rotation einer Ellipse um ihre grosse Axe. Nun ist die Mittelpunkts- 
gleichung der Ellipse 

y^^y^-zrr*, folglich dy=4^=== 

Mithin wird das Flächenelement 



27rydsz=27r-^dxl/a2 ^T— *' 



Man setze ^—^ — c*, so wird der Ausdruck für das Flächen- 
elemenl 

2;r — Va* — e*x«dx 

a 

Dividirt man noch unter dem Wurzelzeichen mit e* und integrirl 
nach Formel (8), §. 74, so erhält man 
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For x=0 muss dieses Integral =0 sein; folglich ist auch C=0. 

Zwischen den Grenzen x = und o; = a liegt die halbe Ober- 
fläche des Eilipsoides. Der vorstehende Ausdruck giebt hierfür, da 
Ya* — a»e« = b* ist 

71 b * H Are (810 =: e) 

e 

Wenn das Ellipsoid in eine Kugel übergeht, so ist & = a^ e = und 

Are (sin =: e) 

e 

Folglich die halbe Oberfläche der Kugel = 2 tt a^. 

Ml. Oberfläche des abgeplatteten Sphimides. Die Ellipse, deren 
Gleichung a^ y^ -{- Ä* o;* = a* Ä* ist , drehe sich um ihre kleine 
Axe 2 by so beschreibt dieselbe ein abgeplattetes Sphäroid. Das Bo- 
genelement 

ds = dy.(/ l +(^) = ^ ^l^J Ldy 

beschreibt während der Drehung ein Flächenelement gleich 

2 TT X d s = ^^ Yh* + (a« — b«) y2 d y 

Man setze a* — A* = a* e* und dividire unter dem Wurzel- 
zeichen mit d^ e^, so wird das Flächenelement 



2 7ra2e . 1/ b* , ^ 

Das Integral dieses Ausdruckes zwischen den Grenzen ^ = und 
y = b giebt die halbe Oberfläche des Körpers. Nun ist nach For- 
mel (9), §. 74 



Folglich die halbe Oberfläche des Eilipsoides 
Man setze wieder a* — />^ = «' e*, so ist 



Pubrt niRD diesen Werth in daa vorstehende Inlegral ein und 
multiplicirl mit 2, so ist die Oberflache F des SphSroides gleich 



LOst man log - 
90 hat man 



Die Reihe in der Klammer ist hunvergenl für alle Wertlie von < 
zwischen « ^ — 1 bis « ^ -|- t, also fiir alle denkbaren Werlbe von e 
Wenn b ^ a, so wird e ^ und F ^ \ a^ ir, wie es sein soll. 



V. $ul>atur der ^oXuXxmMx^tx. 

192. Aisdnck fir das Elmeiit eliei RoUtltngkSifers. Es sei 

y = f(x) die Gleichung einer Kurre C E (Fig. 35). Man ziehe zwei 
Ordinalen C B und E D dieser Kurve und bestimme das Volumen, 
welches die Flllche B C E D bei einer ganzen Relation um die Ab- 
scissenaxe beschreibt. 

Die Coordinaten des Kurvenpunktes C seien AB = x, B C ^y. 
Da die Fläche, welche den Körper beschreibt, von x abhSngt, so ist 
auch der inhall dieses Ktirpera eine Funktion von x. Man bezeichne 
diesen Inhalt mit F (x). Lüsst man x um 

Aa: ^ 5 OT zunehmen, so ist die entsprechende ' — '- 

Ordinate mn ^.y i Aj/. Dadurch wächst das 
Volumen des Rotationskörpers um A F (x). 
Somil ist AF(xJ das von der Flachenzunahme 
BmnC beschriebene Volumen. Wenn mn^ 
y -\- Ay, so ist «" fy + Ay^' Ax ein Cylin- 
der. welcher um AF(x) und iry'Aa; ein Cy- 
iinder, welcher in A F (x) beschrieben gedacht werden kann. Der 
erstere Cylinder ist grosser, der letzlere kleiner als A F (x). Folg- 
lich hat man 

AF(x) AF(x) 

"(y + AyCAx ^ ' "S^A'».'^ 
oder auch 

A'M AFW ^^,. 
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Wenn hierin Ax abnimmt, so nähert sich y-^Ay der Grösse y 
als einer Grenze. Wird A x zu d x, so wird aus beiden Ungleich- 
heiten die Gleichung 

(I) ■^Ü^^'^y"' dF(x) = ;ry«dx 

Die Grösse , ■ ist der Differentialquolient des Rotationskörpers 

und d F (x) sein Differential. Denkt man sich dx unendlich klein, 
so ist TT y^ d X ein Cylinder von der Grundfläche ir y^ und der Höhe 
d X. In diesem Sinne sagt man, es nehme das Volumen des Körpers 
um nr y^ d X zu, wenn x in x -{- d x übergehe. 

N3. Inhalt eines senkrechten Kreiskegels. Seine Höhe sei h, der 
Halbmesser seiner Grundfläche r. Man lege in den Abständen x und 
x-\-dx von der Kegelspitze ebene Schnitte durch den Körper, senk- 
recht zur Axe und bezeichne den Halbmesser des ersteren dieser 
Schnitte mit y^ so ist 

. r 

x:y = h:r» y = — x 

Mithin das zwischen den beiden Schnitten enthaltene Körperelement 

71 y« d X = 71 -r^ X* d X 

Das unbestimmte Integral hiervon ist 






^'^^ = ^-S^T- + ^ 



Folglich der Inhalt des ganzen Kegels 

h 
TT -^ / x«dx=r|;rr«h 

und der Inhalt eines abgestumpften Kegels, dessen Grundflächen um 
h und h, von der 3pitze abstehen 

h 
r* A* TT r* 

\ 

IM. Inhalt einer Kigel. Die Kugel entsteht durch Umdrehung 
eines Halbkreises um seinen Durchmesser. Man nehme diesen Durch- 
messer als Abscissenaxe und einen seiner Endpunkte als Anfangspunkt 
der Axen an, so ist die Gleichung des Kreises 

y* = 2 r X — X* 
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In den Abständen x und x -{- d x vom Anfangspunkte lege man 
zwei ebene Schnitte durch die Kugel, senkrecht auf die Drehaxe, so 
ist das zwischen ihnen liegende Körperelement 

TT y* d X = w (2 r X — x*J d X 

Die Integration dieses Diflerentials giebt 

(l) n f(2rx — \*)dx = n frx^—^A -}- C 

Folglich der Inhalt der ganzen Kugel 

TT r (2 r X — X«) d X = 4 TT r» 

und der Inhalt einer körperlichen Zone, deren parallele Grundflächen 
um k und h, vom Anfangspunkt der Axen abstehen^ nach Formel (t) 



»("•-?-)-("'--t) 



105. Inhalt des Elllpsoides. Dasselbe entsteht durch Drehung einer 
£llipse um ihre grosse Axe. Aus der Gleichung a*jy*-]-Ä*a;* = a*Ä* 
der Ellipse könnte der Werth des Körperelementes fr y^ d x wie bei 
der letzten Aufgabe über die Kugel dargestellt werden. Allein statt 
dessen setze man o: = ä cos 9^, so wird vermöge der Gleichung der 
Ellipse y = b sin 9 und durch DilTereutiation dx = — a sin SP ^ SP* 

Mit Hülfe dieser Werthe erhält man 

» y* d X = — 7f a b* gin 'y d y 

Nun ist aber nach Formel (11), §. 72 

J sin »<f d y = — i sin ^(f cog y — | cog <f + C 

Folglich das Ellipsoid für unbestimmte Grenzen 

/TT a b* 
y* d X = — - — (gin ^(p cos ^ -|- 2 cog (p) -{■ C 

Für o; = bis o: = a erhält man das halbe Ellipsoid.*' Diesen 
Grenzen entsprechen aber die Werthe y = — und y = 0. Mithin 
ist das halbe Ellipsoid 

/"• 

— TT a b* / gin *^ d 'f = f tt 



= t7rab« 



TT 



IM. Inhalt des abgeplatteten Sphäroides. Dieser Körper entsteht, wenn 
sich eine Ellipsenfläche um ihre kleine Axe dreht. Es gelte die Bezeich- 
nung der vorigen Aufgabe. Man lege zwei ebene Schnitte durch den Körper 
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in den Abständen y und y -{- dy vom Mittelpunkt des Körpers, senk- 
recht zur kleinen Axe^ so ist das von diesen Schnitten eingeschlossene 
Korperelement = ^ x^ dy* Da nun aber 

X r= a cos 7s y = b sin </<, d y i= b cos (fdff 
so wird das Körperelement 

TT X* d y :^ w R* b cos *7' d (p 

Nun ist das Integral hiervon nach Formel (12), §. 72 
nn^h J cos 'y d 'f = — - — (cos 'y sin 7' + 2 sin 7») + C 

Um das halbe Sphäroid zu erhalten, rouss y zwischen den Gren- 
zen und b, also y von SP = bis y = y genommen werden. So- 
mit ist der Inhalt des halben Körpers 

TT 

^ •* b I cos '7' d 9 =: I w a* b 

Wird die Erde als elliptisches Sphäroid angesehen, so kann ihr 
Inhalt vermittelst dieser Formel berechnet werden. Man schreibe 

Nun ist der Erdumfang 2 ött = 5400 geogr. Meilen und =||f ; 
folglich der Inhalt der Erde 

■ß— ä" • IH (5400)» = 26502 Millionen Kabikmeilen. 

107. Inhalt eines Parabalaldes. Es drehe sich eine Parabelflache 
um ihre Axe. Da die Gleichung der Parabel y^ ^ 2 p x, so ist das 
scheibenförmige Körperelement dieses Rotationskörpers 

?ry*dx = 2wpxdx 

Folglich das Paraboloid von der Höhe x, vom Scheite] an gerechnet 

/x 
9 

d. h. gleich der Haldte vom umschriebenen Cylinder. 

N8. Inhalt eines lyperbolaldes. Wenn sich eine Hyperbelflache 
um ihre grosse Axe dreht, so beschreibt sie zwei getrennte Körper, 
welche man Hyperboloide nennt. Die Gleichung der Hyperbel für den 
Mittelpunkt ist 
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Mithin das Körperelemenl, senkrecht zur Drehaxe 

b* 
71 y« d X = TT -— (x* — a«) d X 

•^ a* 

und das Hyperboloid, das mit F(x) bezeichnet werde, indem man 

integrirt 

b* / x^ \ 

(1) F(x)=:7r — (^^^ a»xj + C 

Lässt man hierin x bis auf a abnehmen, so verschwindet das 
Hyperboloid, weil dasselbe nur bis zum Scheitel reicht. Da für 
x=^ a somit F (x) = wird, so erhält man aus der Gleichung (1) 

b* /a» 



»=-S-(t— )+« 



Setzt man diesen Werth der Konstanten 6^ in (1) ein, oder, was 
auf das Gleiche herauskommt, zieht man diese Gleichung von (1) ab, 
so erhält man das Hyperboloid zwischen den Grenzen x = a und 
X = Xf nämlich 

F(x) = ^-^(— -a«x + -^j 



\I. i^pmmttttj »Ott Itirwtt aus ^e^thtnm (St^mpnnfim. 

1§9. Beaerkttiig. Bei der Untersuchung über das Maximum und 
Minimum der Funktionen, der Methode der Tangenten, der Quadratur, 
Rektifikation der Kurven etc., wurde immer eine bestimmte Funktion 
vorausgesetzt und eine gewisse Eigenschaft derselben nachgewiesen. 
Nun kann man aber auch die umgekehrte Aufgabe stellen, aus einer 
gegebenen Eigenschaft der Funktion die Funktion und die ihr ent- 
sprechende Kurve abzuleiten. Einzelne Beispiele werden das Ver- 
fahren zeigen. 

110. Aifgabe. Man sucht die Gleichung einer Kurve, deren Sub- 
tangente konstant ist. 

Diese Konstante sei =a und da der Ausdruck der Subtangente nach 

dx 
§. 39, Formel (1) = y -v— ist, so wird im Sinne der Aufgabe sein 

dx _ . dy 

y-i — =^a, dx = a — — 

^ dy * y 
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Wird die letztere Formel integrirt, so kommt 

X = a log y + C 

Gesetzt es sei für y = 1 die Abscisse j? = 0, so wird auch die 
Konstante C = 0. Folglich ist die Gleichung der gesuchten Kurve 

x = alogy, oder y = e* 

111. Aufgabe. Man soll die Kurve bestimmen, deren Subnormale 
konstant ist. 

Diese Konstante sei = a, so hat man nach Formel (1), §. 39 

dy . . 

y-^=:a, ydy = adx 

Durch Integration der letzten Gleichung erhält man 

^* =ax+C 



2 

Wenn für x = auch y = sein soll, so wird auch C = 0* 
Die Gleichung der gesuchten Kurve ist somit 

^^ = 2ax 
d. h. die einer Parabel, deren Parameter den Werth 2 a hat. 

112. Aufgabe. Es soll die Kurve bestimmt werden, deren Tangente 
vom Berührungspunkt bis zum Durchschnitt mit der Abscissenaxe kon- 
stant ist. 



Der Ausdruck für diese Tangente ist y |/ i + ( t—) . Ihr kon- 
stanter Werth sei a, so wird man haben 



y 



i + (^y=a, also dx=.^y;ii^r^ 



y/ y 

Um diese letztere Formel integriren zu können, setze man 

(1) Va«-y«=:y2 

worin z eine von y abhängige Veränderliche bezeichnet, so wird 

dx = zdy 
Auf das Differential z dy wende man die Formel (1), §. 74 

Jzdy^zy — ^ydz 

des theilweisen Integrirens an, so erhält man 

(2) x = zy — fydz 
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Allein aus Formel (1) folgt y = ^^-!-= rr. Führt man diesen 

V 1 + Z« 

Werlh von y in den letzten Theil von (2) ein, so folgt unter Anwen- 
dung von Formel (2), §. 72 

/yda = a C ^^ r=alog(z + V 1 +gM+ C 

J V 1+B« 

Mit Hülfe dieses Ausdruckes wird (2) 

X = B y — a log (a + Vi + »») + C 
Oder wenn man den Werth von s durch y ersetzt 

x = V,-^li--.log[ ' + "^^^^^ ] + C 

Für !/ = a werde a: = 0. Diese gleichzeitigen Werthe geben 
(7 = 0. Somit ist die Gleichung der gesuchten Kurve 

a + V a« -^y^ 



= y.-.tr^_.,og[JHiVi!zfV] 



113. Aufgabe. Man sucht die Kurve, deren Normale vom Durch- 
schnitt derselben mit der Kurve bis zum Durchschnitt mit der Abscis- 
senaxe konstant ist. 

Die Konstante sei = a, so hat man nach Formel (2), §. 39 

ydy 



Integrirt man die letzte Gleichung nach Formel (1), §. 72, so kommt 



y* 



= ±/ 



ydy 



V a« — y« 



=:-{-Va« — y« + C 



. Wenn y = , so sei o; = a. Für diese Werthe wird C = ; 
somit 

X = ± V aj — y« 

[;j^ Diess ist die Gleichung eines Kreises mit dem Halbmesser a. 

114. Aufgabe. Eine Kurve gehe vom Anfangspunkte der Axen aus 
und entferne sich bis zum Punkte x, y von beiden Axen. Der Kur- 
venbogen, welcher zwischen diesem Anfangspunkt und dem Punkte 
Xy y liegt, schliesse mit der Abscisse x und der Ordinate y eine Fläche 
ein, welche einen gegebenen Theil vom umschriebenen Rechteck x y 
sein soll. Welches ist diese Kurve? 

AüTENHBiHBE, Elemeutarbach. 7 
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Das Fläcbenelemenl der Kurve ist y d x^ also die Fläche Jydx. 
Soll diese Flache — vom Rechleck x y sein, wo n Jede positive Zahl, 
die grösser als 1 ist, bezeichnet, so hat man 

/ydx = — xy 

Man differentiire diese Gleichung, so fällt links das Integralzeichen 
weg und man erhält ^ 

ydx = — ydx4 xdy 

und indem man auf beiden Seiten —ydx abzieht, mit n multiplicirt 
und die Variabein sondert 

y » 

Die Integration diiker Gleichung giebt 

logy=:(n— l)logx + C 

Für x= \ sei y =^p; folglich log/i = C. Führt man diesen 
Werlh der Konstanten ein, so folgt 

log(^)=:logx"-i 

Wenn aber die Logarithmen gleich sind^ so müssen es auch die 
Zahlen sein; folglich die Gleichung der gesuchten Kurve 

.^ n— l 
y=px 

Für w = 14 wird 

Diese Kurve ist eine Parabel, welche das Rechteck in zwei Theile 
theilt, die sich wie 2 : 1 verhalten. 

115. Aufgabe. Eine vom Anfangspunkt der Axen ausgehende Kurve 
werde um die Abscissenaxe gecTreht. Dabei beschreibe der Bogen, 
welcher zwischen diesem Anfangspunkt und dem Punkte Xyy der Kurve 
liegt, eine Oberfläche, welche das nfache sein soll vom Kreise mit dem 
Halbmesser y. Welches ist diese Kurve? 

dx* 

1 + . a . Dasselbe be- 
schreibt wahrend einer vollen Drehung ein Flächenelement = 

2 TT t/ rf y 1/ i + -j— «-• Somit ist die Rotationsfläche gleich 



^/ydyj/ 
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1 + 



und da die Kreisfl<1che vom Halbmesser ?/= tt«/^, so hat man vermöge 
der Aufgabe die Bedingungsgleichung 



2^/ydy|/|+|p_:^„;,y. 

Man dividire mit ^ und differentiire, so folgt 

2ydy'|/l+4^ = 2^dy 

Dividirt man mit 2 y d y und schafft das Wurzelzeichen weg, 
so kommt 

dJt^iVn^-i dtL 

Wird integrirt, so erhält man die gesuchte Gleichung 

worin die Konstante € = genommen worde, weil für o; = auch 
^ = sein soll. Diess ist die Gleichung einer geraden Linie. FoJg- 
lieh ist die Rotationsfläche eine KegeJfläche und ic y^ die Grundfläche 
des Kegels. Die Aufgabe ist für jeden Wertb von n ^ 1 möglich. 
Folglich können Mantelfläche und Grundfläche von Rotationskegeln alle 
möglichen Verhältnisse zu einander haben. 

116. Aufgabe. Eine Kurve gehe vom Anfangspunkt der Axen aus. 
Der Kurvenast, welcher zwischen diesem Anfangspunkt und dem Punkte 
Xy y der Kurve liegt, werde um die Abscissenaxe gedreht. Dabei be- 
schreibe die Fläche zwischen der Kurve, der Ab^cisse x und der Or- 
dinate y ein Volumen, das — dös Cylinders beträgt, dessen Länge 

die Abscisse x und dessen Halbmesser die Ordinate y ist. Man soll 
diese Kurve bestimmen. 

Das Volumenelement des Rotationskörpers ist nach Formel (1), 
§. 102 = t: y^ dx, also das Volumen = tt f y^ dx. Der Inhalt 
des Cylinders ist = 'jr y^ x. Folglich wird man nach der Aufgabe 
haben 

n j y* d X =r Ä y* X 

Man dividire mit ir und differentiire, so kommt 

1 2 

y«dx= — y»dx + — -yxdy 

7* 
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Hieraus folgt 

y ^ 

und durch Integration 

2logy=:(n-l)logx-i-C 

Für o; = 1 sei f/ = a ; folglich wird 2 log a = C, Zieht man 
diese Gleichung von der vorigen ab, so kommt 

2log^^j = (n— l)logx 

oder 

log(^y=logx"-* 

Geht man von den Logarithmen zu den Zahlen tiber, so erhält 
man als gesuchte Gleichung 

y« — a« x"~^ 

Soll der Rotationskörper \ sein von umschriebenen Cylinder, so 
wird n = 2 und y^ = a ^x. Folglich ist der Rotationskörper ein 
Paraboloid. 

Soll der Rotationskörper ^ sein vom umschriebenen Cylinder, so 
wird n =^ d und y = z^a x^ folglich ist der Rotationskörper ein Kegel. 

117. Aufgabe. Eine vollkommen biegsame Kette sei an ihren 
Endpunkten befestigt, so wird sie sich senken und eine Kurve bilden, 
deren Form bestimmt werden soll unter der Voraussetzung, dass das 
Gewicht der Kette der Länge ihrer horizontalen Projektion propor- 
tional sei. 

Die Kurve wird in einer Vertikalebene liegen, welche durch die 

Aufbängepunkte A, B (Fig. 36) geht. Man lege in dieser Ebene durch 

den tiefsten Punkt C der Kurve zwei rechtwinkelige Axen C x^ C y, 

wovon die erstere horizontal liegt. Es seien: 

y, X die Coordinaten C F und E F eines Kurvenpunktes E, 

a, 9 die Winkel , welche die Kurve in den Punkten ^ und E mit 

der horizontalen Richtung bildet, 
P, Q die Spannungen der Kette in den Punkten ^ und E, in der 

Richtung der Tangenten an die Kurve wirksam, 
k die horizontale Projektion des Kurventheiles ^ C, 
q das Gewicht der Kette für jede Längeneinheit, in der Richtung der 
horizontalen Projektion gemessen, also h q das Gewicht des Stockes 
A C und (k — x) q das Gewicht des Stückes A E. 
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Man zerlege die KrHrte P und Q in die 
horizontalen Seitenkrafle Pco»a, Q cos 9>, und 
in die vertikalen Seilcnkräfte P sin a, Q »in 9>, 
so kann man sich denken, es werde das Kur- 
venstUck ^ E durch die Krall P cos a nach 
rechts , durch Q cos 9* nach links gezogen. 
Damit dieses Stück in horizontaler Richtung 
keine Bewegung annimmt, niuss also sein 

(1) Qco../ = P«:o.« 

Die Kraft P sin a wirkt in A aufwärts, die Kraft Q sin 9 in £ 
abwSrts. Zu dieser letztem Kinft kommt noch das Gewicht f'A — xj q 
des KurvenstUckes A E. Die Kräfte in vertikaler Richtung müssen 
ebenfalls gleich sein. Diess giebl 

(2) ttainf-Kh — x)q = P»iBii 

Dividirt man die Werlhe von Q sin y> und Qcos^, welche die 
Gleichungen (2) und (1) liefern, so hat man 

Fur den tiefsten Punkt wird ^ ^ und x = 0; mithin erbalt 
man für diesen Punkt 

P ring- hg 

PctMO 

Folglich muBB der Zähler dieses Wertbes = sein, woraus folgt 

Setzt man diesen Werth von k in Gleichung (3), so kommt 

Allein nach Formel (2), §. 6, ist lang 9* =^ -j^- Folglich wird 

Durch Integration dieser Formel erhalt man die Gleichung 

der Kurve, in welcher die Konstante C weggelassen wurde, weil für 
x = auch V = ist Diese Gleichung 



_ J02 _ 

t 

zeigte dass die Kurve eine Parabel ist, deren Parameter den Wcrth 

hat. Man nennt diese Kurve die parabolische Ketten- 

linie. Sie kommt vor bei Draht- und Kettenbrücken, in dem die 

Brückenbahn, welche an den Drahtseilen oder Ketten hftngt, auf 

gleiche horizontale Entfernung gleiche Belastung hat; ferner bei Sei- 

len und Ketten, welche gleichen Querschnitt haben und durch starke 

Spannungen nur eine schwache Biegung annehmen, etc. 

Aus der Gleichung (t) folgt, dass die horizontale Spannung der 

Kette an jeder Stelle denselben Werth hat; aus (2) und (4), dass die 

vertikale Spannung von oben nach unten abnimmt und im tiefsten 

Punkt = wird« Setzt man in Gleichung (5) für x den Werlh von 

h aus (4), so wird y zur Ordinate des tiefsten Punktes. Man erbalt 

dafür 

Pain ^ft 



CDm 



2 q cos a 



Was von dem Kurventheil A C gezeigt wurde, gilt auch vom 
Stück B C. 



VII. iiftimmuttjj mw ^thmr^^mMm. 

118. Yen Sckwerpukt im Aügeneliieii. Alle materiellen Theile 
eines Körpers werden vermOge der Schwere gegen den Mittelpunkt der 
Erde gezogen. Für Körper auf der Erdoberfläche können die Rich^ 
tungen der Kräfte, welche den einzelnen Theilen entsprechen, als pa- 
rallel angesehen werden. Der Angriffspunkt der Mittelkraft dieser pa- 
rallelen Kräfte heisst der Schwerpunkt des Körpers. Für gewisse ein- 
fache Körperformen lässt sich der Schwerpunkt sogleich angeben. So' 
ist der Schwerpunkt einer homogenen Kugel in ihrer Mitte, der Schwer- 
punkt eines homogenen Cylinders in der Mitte seiner Axe, etc. Es seien 

P, P, P", . . die Gewichte solcher Theile eines Körpers, deren 
Schwerpunkte man kennt, 

Xy x'y x'\ . . die horizontalen Abstände der Schwerpunkte dieser 
Theile von einer horizontalen Drehaxe und 

z der horizontale Abstand des Schwerpunktes des ganzen Körpers 
von dieser Axe, 

so ist (P -];- P -]^ P" -{-,,) s das statische Moment des Körpers und 
Px + P'^' + P"^" + . . die Summe der statischen Momente der 



{2) 
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einzelnen Tbeile des Körpers. Da beide Werthe für den Zustand des 
Gleichgewichtes einander gleich sein müssen, so hat man 

Ml - __ Px + P'x' + P"x" + ., _ JPx 

^' P4-P' + P- + .. ^ XP 

Wenn f, F', V", . . die Rauminhalte der Theile des Kilrpers 
und p das Gewicht der Kubikeinheil der bomogencn Hasse, so ist 
P z=. f^p, P" = yp, . . . Setzt mau diese Werthe in die vorige 
Formel, so erhalt man 

_ Vx + Vx + V'x" + .- __ IVx 
^- V + V' + V+.- ~ XV 

Diese Formel kann man auch zur Bestimmung der Schwerpunkte 
von Flachen und Linien verwenden, nur bezeichnen dann y, V, . . 
Flächen- oder ünienlheile, deren Schwerpunkte man kennt. 

119. Sthwerpnnkt cties Kreiskcgens. Es sei der Halbmesser A D 
(Fig. H7) senkrecht auT der Sehne B C, welche durch die Endpunkte 
des Bogens gehl, so liegt der Schwerpunkt des Bogens in diesem 
Halbmesser. Es sei r der Halbmesser, b die Bogenlänge, a die Sehne, 
r a ^= Bogen BD, r <p ^^ Bo^en B m und der Abstand des Schwer- 
punktes des Bogens vom Mittelpunkte A -^ x. 

Lssst man 9> in f -\- d^ übergehen, so gehl der Bogen r y in 
r (tp -\- d if) =^ D n über, so dass da« Bogenelement mn=rd<f 
wird. Die Entrernung dieses Elementes von A, in ^. ^^ 

der Richtung A D gemessen, ist = r cos <r; fülglich 
das statisphe Moment des Bogentheiles Tür eine Dreh- 
axe durch A, parallel zu B C, gleich r d y) ■ r cos f 
= r* cos y rf y. 

Wird der Bogen B B in unendlich viele Ele- 
mente rd^ abgetbeilt, das Moment eines jeden an- 
geschrieben und die Summe dieser Momente gebildet, 
so erhall man das Moment des Bogens B B. Diese Summirung cr- 
giebt sich nach §. 87 durch Integralion des vorstehenden DifTerentials. 
Man erbalt 

Ebenso gross ist das Moment des Bogens CB. Das Moment des 
ganzen Bogens ist daher ^^ 2 r* sin a ^ r o. Nun ist aber auch 
das Homenl des ganzen Bogens fllr dieselbe Drehaxe ^= b s. Durch 
Gleichsetzung beider Momente folgt der gesuchte Absland 
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='(t) 



Für einen Halbkreis ist a = 2r, b = icr^ also 

2 
z = — r 

n 

12§.' Schwerpmikt eines Parabelbogens. Aus der Gleichung y^ = 
2 p X der Parabel folgt durch Diflerentiation y d y = p d x. Mithin 
erhält man für das Element des Bogens Sy liegend zwischen dem 
Scheitel der Parabel und dem Punkte x^ y 

08 1= V"dx« + dy« = ^ Vp* + y« 

Das statische Moment dieses Bogentheilcbens d s mit Rücksicht 
auf die Abscissenaxe ist 

y d 8 = — y d y y p « -fy* 

Wird dieses Differential integrirt, so erhält man die Summe der 
statischen Momente aller Theile des Bogens s. Nun ist nach For- 
mel (11), §. 74 

/ydyy^nfr^^j(p* + y23! + c 

Folglich die gesuchte Summe der Momente, indem man das Integral 
von ^ = bis ^ = ^ nimmt 

(t) /yds = ^[(p* + y*)»-p'] 

Das statische Moment des Bogentheiles ds mit Rücksicht auf die 
Ordinatenaxe als Drehaxe ist 

xd8 = -5j^y^M="y^ 

Nach Formel (12), §. 74, ist aber 

/y«dyVp^ + y» = 

^^'7M^'y^ + -y-[yVFTP-P*iog(y + V"p» + y»)]+c 

Dieses Integral, zwischen den Grenzen y = und y = y genom- 
men, ist die Summe der statischen Momente aller Theile des Bogens a 
mit Rücksicht auf die Ordinatenaxe. Diese Summe ist daher 

/, d. = jrL y^M^^. + ^ [y yj^MT^* _ pMog JL±Iil±ll] 

o ö p L P -* 



(2)^7" 
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Dividirt man die HomeDte (I) und (2) durch die Länge des Pa- 
rabelbogens, wie sie in §. 91 angegeben ist, so erhält man die Ab- 
stände des Schwerpunktes des Bogens von der Abscissen- und Ordi- 
natenaxe. 

121. Schwerpmkt der Cjrclelde. Die Gleichungen der Cycloide sind 
nach §.86: x = a (y — sin 9>), y = a {\ — cos y); woraus man für 
das Bogenelement erhält 

Dieses Element hat den Abstand y von der Grundlinie, also ist 
sein statisches Moment mit Rücksicht auf die Grundlinie als Drehaxe 



Nun ist 1 — cos y = 2 sin (-y); folglich 

y<..=:8...l„'(f)<.(f) 
Das Integral hiervon ist nach Formel (11), §. 72 

/yd. = 8..[-i.i»-(|-)co.(|-)-}co.(J|-)]4-C 

Dieses Integral zwischen den Grenzen y = bis y = y, also 
auch y = bis y = 9> ist das statische Moment für den Bogen s, 
reichend vom Anfangspunkt bis zum Punkt x, y. Dieses Moment ist 
daher 

0, ^,a.=if[,-*-(l)-(i)-^"-(-f)l 

Für die halbe Cycloide ist hierin y bis 2 a und 9 bis ir auszu- 
dehnen. Somit ist das statische Moment der halben Cycloide 



Sa 



16 a 



(2) /yd* = 

Dividirt man die Momente (1) und (2) durch die Länge der be- 
trefifenden Bogentheile, so erhält man die Abstände der Schwerpunkte 
dieser Bogen von der Grundlinie. Für die Länge der halben Cycloide 
ist nach §. 94: ^ = 4 a; folglich der gesuchte Abstand 

z=: — - — : 4a=:|a 

122. Schwerpukt einer Ureiecksf icke. Es sei B C =^ a (Fig. 38) 
die Basis und A D = h die Höhe eines Dreiecks. Man nehme diese 



Hohe tur Abscissenrichlung an. Der Abgciese A E = x enlspreclie 
eine Ordinalensumme m E -^n E ^y, so wird vermUge der Sbn- 
liclien Dreiecke A mn und ABC sein 



Der Inhalt des Flachenelementes längs dei' Or- 
dinale m n wird deshalb sein 



Dieses Flachenelement hat von der Ordinatenaxe 
Ay den AbsiBnd x; rdgllch ist sein statisches Mo- 
ment mit Rücksicht auf die Oidinatenaxe als Drehaxe 



Folglich die Summe der statischen Momente aller Flachenlheile 
des Dreiecks 

Nun ist die Dreiecks flache ^=\ah; also ihr Moment in Bezug 
auf die Ordinalenaxe = \ahü. Setzt man diese Momente einander 
gleich, so kommt 

Z^JIl 

Der Schwerpunkt eines Dreiecks ist somit um | der Hohe von 
der Spitze entrernt. 

12S. Schwerpunkt elier Trapeiläche. Die parallelen Seilen des 
Trapezes <Fig. 39) seien a und b, wobei a > *, die Höhe h. Man 
lege im Abstand x von b aus eine Gerade ^ y durch da» Trapez, 
parallel zu b, so wird die Flache in zwei Trapeze getheilt, deren In- 
halt zusammen gleich sind dem Inhalt des Ganzen. Dies giebt folgende 
(ileichung 

319.39. b + y ^ . » + y .,, -,i^» + ''h 



Zieht man im Ahsland dx von y eine Parallele zu y, so entsteht 
ein Flüchenelement ij d x, dessen Absland von b gleich x ist. Mithin 
wird das statische Moment dieses Fladienelementes mit itUcksicbt auf 
die Parallele b als Drehaxe 



Wird diese Gleichung zwiscbea den Grenzen x ^ und x=-k 
inlegrirl, so erhall man als Summe der statischen Momente aller Flä- 
chen! heile des Trapezes 

Wenn der Abstand des Scbwerpimhies von der Parallele» b = s 
ist, so wird das Moment der ganzen Trapezflache = ^ (a -]- bj k x. 
Setzt man diese Momente einander gleich, so ergiebt sich 



124. Sckveifiakt eUes Knigaisschitttes. Der Schwerpunkt des 
Kreisausschnittes j4 B C (Fig. 40) liegt auf dem Halbmessern^, 
welcher senkrecht auf der Sehne B C steht. Der Abstand dieses 
Schwerpunktes vom Mittelpunkt ^ sei := s, der Halbmesser = r, der 
Bogen Dm = r9, der Bogen D B = r a. Es gja 40 

gehe V> in *f-\-d<f über, so nimmt der Bogen 
r 9* um r d f ^^=^ m n za. Zwischen den Radien 
u4 m und j4n liegt eine unendlich kleine Dreiecks- 
Qäche , deren Grundlinie mn = r dff und deren 
Hohe A m^r ist. Ihre Fläche wird daher sein 
^ 5 r* rf y. Der Schwerpunkt dieser Dreieck sfläche 
hat den Abstand \ r von ^. Die Projektion dieser 
Entfernung auf ^D ist ^ r cos ^. Somit ist das statische Moment 
dieses Flachentheiles in Bezug auf eine Drehaxe, welche durch den 
Mittelpunkt A geht und parallel zur Sehne B C liegt, gleich 
ir'dfSrcoBip 

Das Integral dieses Ausdruckes zwischen den Grenzen f ^= — a 
und 9 =^-\- a ist 



^/" 



Dieses Integral ist die Summe der statischen Momente aller Drei- 
ecke A mn, welche im ganzen Kreisausschnitt enthalten sind. Da 
nun die Flache des ganzen Kreisausschnittes =; r* a, so wird ihr 



Homenl mit RüdLsicbt »ul die gleiche Aie sein ^ r* a s. Aus der 
Gleichsettung dieser Hontente folgt 

m. Sckverpukt elMi IreiukMhilttes. Es sei CB D (Pig. 4t) 
dieser AbschoitL Mao liebe einen Radius j4 D senlirecbt aur die 
Sebne B C, 6a wird der Schwerpunkt in diesem Radius sein. Wenn 
der Hiltelpnnkl A des Kreis«» lum Aufangs- 
punkl und dieser Radius zur Abscissenaxe ge- 
nommen wird, so ist die Gleichung des Kreises 
y ^ V «* — >'. Das FUclienelemenl , welches 
zur Lange die Doppelordinale 2y und lur Breite 
d X hat, ist 

lydi = lVä»^^x»di 
und das statische Hooient desselben, wenn die Ordinatenaie mr Dreh- 
axe geuoinmen wird 

Jiydi = 2x V«* — i^ dK 
Man inl^rire diese Ausdrücke nach den Fonnein (8) und (10), 
§. 74. und nehme die Int^rale xwischen den Gmuen x^^x und 
jT =:: fl, so erfailt ooa 

»/jd^ = ^- » ^'^^^^ -•' Ar« (" = !) 

s/ 1 y d« = !(«• - 1') V«« — .* 

Das erste dieser Integrale ist die FUcbe, das iweile das aUliscbe 
Nuacnt des Rr et sahschniUes. Dividirt man den tetxuni Wertb durch 
den oslcrm, so erlult «an 

als EaUcna^ des Schweipukles des Kretsafcschwiles tob HiUel- 
p«Bkt des Kreises. Für den Baihkreis wird x =: 0, also 



— 109 — 

12S. Sdkwerpmikt der Flicke iwiscken einer Cjdoide nd ikrer 
drundlinle. Aus den Gleichungen x = a (<p — siny), y = a{\ — cosV>) 
der Cycloide erhält man als Werlh des Flachenelementes 

y d X =: a* (1 — cos (f)* d <f 

Der Schwerpunkt dieses Elementes hat einen Abstand =^y von 
der Grundlinie; folglich ist das statische Moment dieses Elementes mit 
Rücksicht auf die Grundlinie als Drehaxe 

J y* d X = J a' (1 — cos ff)* d ^' 
Nun ist 
♦ (1 — cos y)" = 1 — 3 cos y» -}- 3 cos *y — cos 'y 

J cos *(ff d tf =2 ^ g\n <f cos y + i y + C 

/ cos '^ d ^ = |. sin ^ cos *^' -f- 1 «™ ^ + C 

Folglich 

/(l — cos^)* dfft=:(ff — S $iü (f ' -\- ^ sin ff > CO» (ff -{- i iff— i Bin (fCio&^(f>— iBia(f-\- C 

Mithin die Summe der statischen Momente aller Flachentheile zwi- 
schen den Grenzen 9) = bis 9 = 9> 

i J y* d X — 4 a* —^ — y sin (f-{-lB\n(f cos (f — J sin «f cos *y 

Dividirt man dieses Integral durch das Integral Jydx der Fläche, 

wie dasselbe in §. 86 dargestellt ist, so erhält man den Abstand x 

des Schwerpunktes der Fläche von der Grundlinie. 

Für die ganze cycloidische Fläche erhält man 






||3 p 

—J (1 — COS <jp)» d ^ = 



a» 



und da die ganze Fläche = 3 a* ^, so ist das statische Moment der- 
selben = 'i a^ TT ' js^ folglich wird sein 

n o 5 TT . . 

3a*7r- z = -— a»; z = |a 

127. Sekwerpuiikt einer Parabelfacke. Die Gleichung der Parabel 
ist y^ =^2 p X und das Fläcbenelement derselben = y dx. Der Ab- 
stand des Schwerpunktes der Fläche y d x von der Ordinatenaxe ist 
= X, von deV Abscissenaxe =^y; folglich ihr statisches Moment 

in Bezug auf die Ordinatenaxe x y d x = y2p x' d x 

ip Bezug auf die Abscissenaxe }y^dx = pxdx 

Also das statische Moment der Fläche zwischen der Abscisse x 
und der Ordinate y 
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in Bezug auf die Ordinatenaxe VTp f\^ d x — ^ YTpx 

o 5 

X 

in Bezug auf die Abscissenaxe p/'xdx = )px* 



Nun ist die Parabelfläche = | vom umschriebenen Rechteck 
= ixy,* mithin der Abstand des Schwerpunktes der Parabelflache 



von der Ordinatenaxe = 



von der Abscissenaxe = — ^^.^ = » y 



f X V2px 

lPü!_ _ 
f X V2px 



= 1« 



128. SekwerpMikt einer FlackeMMiie der Ksgel. Die Mittelpunkts- 
gleichuDg eines Kreises ist y = Ya* — x«, das Bogenelement dessel- 

ben ydx*+dy* = — rfo:. Dreht sich der Kreis um seine Abscissen- 

y 

axc, so beschreibt das Bogenelement eine Fläcbenzone 2 v y Yd x* + d y« 
=^2%adx. Das statische Moment dieses Fiächentheiis in Bezug auf 
die Ordinatenaxe \si = 2'7raxdx; folglich das statische Moment einer 
Zone von endlicher Breite 

Hat die Zone die Hohe h und steht ihr grosserer begrenzender 
Kreis um x vom Mittelpunkt der Kugel ab, so ist das Moment der 
Zone, wenn sie auf derselben Seite des Kugelmittelpunhtes liegt 

2 TT a J X d X = wa [(X + h)* — X*] = TT a (2 X h + h«) 

Nun sei s der Abstand des Schwerpunktes der Zone vom Kugel- 
mittelpunkt und da der Inhalt der Zone = 2 w a h, so ist das Mo- 
ment der Zone = 2i:ahz; folglich kommt durch Gleichsetzung die- 
ser Momente 

Der Schwerpunkt liegt also in der Mitte der Hohe der Zone. 

129. Schwerpunkt einer Korpenone der Kugel. Die Mittelpunkts- 
gleichung des Kreises ist y* = a* — o?*. Dreht sich, dieser Kreis 
um die Abscissenaxe, so beschreibt die Ordinate y eine Kreisfläche 
vom Inhalt y*^ tt, folglich ist das scheibenförmige Volumenelement der 
Körperzone y^ nv d x ^= ir (a^ — x^) d x und der Inhalt einer Kör- 
perzone, deren begrenzende Kreise um h und h' vom Kugelmittelpunkt, 
nach derselben Seite hin, abstehen 
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njin^- x'^jdxz^TT a^h'- h)- ^ j 

Das statische Moment des Volumenelementes in Bezug auf die 
Ordinatenaxe als Drehaxe ist = tt fa^ — a?*J x d x^ folglich das 
Moment obiger Zone 

tt/ (a* X — X») dx = y [a« (h'« — h«) - i (h'* — h*] 

Folglich der Abstand s des Schwerpunktes der Zone vom Kugel- 
mittelpunkt 

a«(h* — h) — j.(li'» — h») 

Für die Halbkugel wird h* =^ a, A = 0; somit Abstand 



z — ^ 






130. Sehwerpiinkt einer Pyramide. Es sei a die Grundfläche und 
h die Hohe der Pyramide. Man lege im Abstand x von der Spitze 
der Pyramide einen ebenen Schnitt durch den Körper, parallel zur 
Grundfläche und bezeichne diesen Schnitt durch y, so ist 



a 



Das Volumenelement hat zur Grundfläche y und zur Dicke d x^ 
also zum Inhalt y d x = -^ x^ d x. Folglich ist der Inhalt der 
ganzen Pyramide 



h 



. ^ , x^dx^iah 



Das statische Moment des Volumenelementes in Bezug auf eine 
Axe durch die Spitze der Pyramide, welche parallel zur Grundfläche 

liegt, ki X y dx =^ -^ X* d x^ folglich das statische Moment der 

ganzen Pyramide 



a 



^Jx»dx = i«h» 



Für den Abstand x des Schwerpunkles der Pyramide von der 
Spitze ergiebt sich deshalb der Werth 
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131. Seliweifinkt eines Paraboloids« Derselbe liegt in der Axe des 

Körpers; sein Abstand vom Scheitel sei z. Die Gleichung der Para- 
bel, durch deren Rotation das Paraboloid entsteht, ist y^ = 2px^ 
folglich das Volumenelement des Rotationskörpers wy^dx =2vpxdx 
und das statische Moment desselben für eine Drehaxe, welche durch 
den Scheitel geht und senkrecht auf der Axe des Paraboloids steht 
=^2 V p X* d X. Das statische Moment eines Paraboloids von der 
Axenlänge x ist daher 

Da aber der Inhalt des Paraboloids = /? tt x^^ so wird sein 

p7rx*z = f7fpx'; z=:{x 

132. Cliildin^s Regel iir Bestimnng von R«Utionsläclien. Es sei 

y=zf(x) die Gleichung einer ebenen Kurve, bezogen auf rechtwin- 
kelige Coordinatenaxen; folglich ist das Element des Rogens s dieser 
Kurve d s =^ 'Vdx^ + dy*. Multiplicirt man dieses Element mit sei- 
nem Abstand y von der Abscissenaxe, so erhält man sein Moment für 
diese Axe = y Vdx®-f dy*, folglich das Moment des ganzen Rogens 
= Jy Vdx« + dy«. 

Nun sei s der Abstand des Schwerpunktes des Rogens s von der 
Abscissenaxe , so ist das Moment des Rogens auch = ss. Folglich 
erhält man durch Gleichsetzung dieser Momente 

/yydx* + dy«=i:»« 
Multiplicirt man diese Gleichung mit 2 ir, so ist 

2^/yVdx« + dy*=:2wz -8 

Nun ist aber die linke Seite die Oberfläche, welche durch eine 
volle Rotation des Rogens s um die Abscissenaxe entsteht. Folglich 
ist diese Rotationsfläche gleich dem Wege ^nrs^ welchen der Schwer- 
punkt der Generatrice s während der Rotation beschreibt, multiplicirt 
mit der Länge der Generatrice. 

R ei spiel 1.'^ Ein rechtwinkeliges Dreieck, dessen Hypotenuse 
= a, und dessen Katheten b und c sind , drehe sich um die Kathete 
by so besehreibt die Kathete c eine Kreisfläche und die Hypotenuse 
einen Kegelmantel. 

Der Schwerpunkt von c liegt in der Mitte dieser Linie, also ist 
der Weg des Schwerpunktes von c bei einer vollen Drehung = tt c; 
folglich die Kreisfläche = nr c*. 
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Der Schwerpunkt der Hypotenuse beschreibt bei jener Drehung 
den Weg ttc; also ist der dadurch entstandene Kegelmantel =irca, 

Beispiel 2. Ein Kreis und eine Gerade liegen in einer Ebene. 
Der Halbmesser des Kreises sei = r, der Abstand seines Mittelpunktes 
von der Geraden = a, wobei a'^ r vorausgesetzt wird. Dreht sich 
nun der Kreis um die Gerade als Axe, so beschreibt die Kreislinie 
eine ringförmige Oberfläche, welche für eine volle Rotation = 2a7r-2r^ 
ist, weil die Länge der Generatrice = 2r'?r und der Weg des Schwer- 
punktes derselben = 2a?r. 

Beispiel 3. Der Abstand des Schwerpunktes einer Halbkreis- 
linie von ihrem Mittelpunkt sei = ss , der Halbmesser derselben = r. 
Man drehe diese Linie um ihren Durchmesser, so beschreibt sie eine 
Rotationsfläche = 2 TT;:? • ?rr. Allein diese Rotationsfläche ist eine 
Kugelfläche, deren Inhalt auch =4r^?r; folglich erhält man durch 

Gleichsetzung 

2 

Z =: — r 

TT 

133. Giiidin^s Regel iir Bestinniing voi R^tatiMskorpern. Es 

sei y = f(x) die Gleichung einer Kurve und F die Fläche, welche 
zwischen der Kurve, der Abscissenaxe und zwei Ordinaten liegt, so 
ist das Element der Fläche dF = y dx. Der Schwerpunkt dieses 
Elementes hat einen Abstand = ^y von der Abscissenaxe ; folglich 
ist das statische Moment dieses Elementes in Bezug auf die Abscissen- 
axe als Drehaxe = ^y^dx und die Summe der Momente aller Flächen- 
tbeile, welche F enthält = ^jy^dx. 

Der Schwerpunkt der Fläche F stehe um s von der Abscissen- 
axe ab, so ist F s das Moment dieser Fläche; folglich muss sein 

4/y«dx = Fz 

Durch Multiplikation mit 2 tt ergiebt sich 

j*7ry«dx = 27rzF 

Nun }&i firy^dx das Volumen, welches die Fläche F bei einer 
vollen Rotation um die Abscissenaxe beschreibt. Folglich ist der Ro- 
tationskörper gleich dem Wege 2 nv s^ welcher den Schwerpunkt der 
Fläche bei ihrer Rotation zurücklegt, multiplicirt mit dem Inhalt F die- 
ser Fläche. 

Beispiel 1. Ein rechtwinkeliges Dreieck, dessen Katheten a 
und b seien, drehe sich um seine Hypotenuse. Welches Volumen be- 
schreibt die Dreiecksfläche bei einer Drehung? 

Adtbnhbimer, Elementarbuch. 8 
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Es sei der Winkel, welclier der Kathete a gegenüberliegt = a, 
so iat das Loth von der Spitze des rechlen Winkels auf die Hypote- 
nuse ^ A sin o; folglich der Absland des Schwerpunktes derDreiecks- 
tUche von der Hypotenuse = } & sin a und der Weg, welchen dieser 
Schwerpunkt bei einer vollen Rotation heschreibt =^ -ö-^sin a. Da 
die Dreiecksflache = ^ n ^, so ist das gesuchte Volumen 
v = ^b5iDBlab 

Allein es ist die Hypotenuse = Va^-fb*, folglich 



Hiernach wird das gesuchte Volumen 



3 Vi^HTb-i 

Beispiel 2- Man soll den Absland x des Schwerpunktes eiiier 
Halbkreisflache von ihrem Durchmesser bestimmen. 

Wenn sich die Halbkreis flache um ihren Durchmesser 2 r dreht, 
so entsteht ein Volumen ^ ^ r^ v. Die Flache des Halbkreises ist 
=^ 4 /■* ■TT, folglich muBs sein 

— -'•— -Ä' 

Beispiel 3. Ein Kreisabschnitt C-B Ü (Fig. 42) drehe sich 
um eine Axe -M y, welche zur Sehne B € parallel li^gl. Man soll 
^j„ j^2 ^^^ '^"''^ Kreisabschnitt bei einer vollen Um- 

drehung beschriebene Volumen V bestimmen. 

Man lege die Axe A x senkrecht zu B C. 
Es seien a der Halbmesser , x, y die rechtwin- 
keligen Coordinaten des Kreispunktes C; also 
ist die Sehne 0C^2y und somit das v&BC 
parallele Flächenelement =^y dx. Bei einer 
vollen Drehung um die Axe Ay beschreibt sein 
Schwerpunkt den Weg 2 ir x^ also ist das von ihm beschriebene Vo- 
lumenelement = 2ffa; ■ ^rjdx. Allein es ist x^ ^^ a^ — y', folglich 
xdx = —ydy. Hierfür wird das Volumenelement ^— iny*dy; 
folglich 

Der Inhalt dieses ringförmigen Körpers ist also gleich einer Ku- 
gel vom Halbmesser y. 



115 



VIII. IroMm« über die ieacguttfl. 

134. (Ileielifdniiige Bewegung. Eine Bewegung heisst gleichförmig, 
wenn das Bewegliche in gleichen Zeitelementen gleiche Wege zurück- 
legt. Eine gleichförmige Bewegung kann nur eintreten, wenn wfihrend 
der Dauer der Bewegung auf das Bewegliche keine Krdft einwirkt oder 
die auf dasselbe einwirkenden Kräfte sich das Gleichgewicht haken. 
Geschwindigkeit einer gleichförmigen Bewegung ist der Weg, welcher 
in der Zeiteinheit (Sekunde, Minute, etc.) zurückgelegt wird. 

Bezeichnet v diese Geschwindigkeit und x den in ^Zeiteinheiten 
zurückgelegten Weg, so ist 

X = vt 

135. Iileielifoniiig yeranderte Bewegung. Wenn das Bewegliche in 
gleichen Zeitelementen ungleiche Wege durchläuft, so heisst die Be- 
wegung ungleichförmig. Eine solche Bewegung kann nur eintreten^ 
wenn auf das Bewegliche eine Kraft beschleunigend oder verzögernd 
einwirkt. Dadurch ändert sich die Geschwindigkeit. Unter Geschwin- 
digkeit in einem bestimmten Augenblick versteht man alsdann den 
Weg, welchen das Bewegliche in der nächsten Zeiteinheit gleichförmig 
zurücklegen würde, wenn dasselbe, ohne Einwirkung einer Kraft, sich 
selbst überlassen wäre. 

Nimmt die Geschwindigkeit in gleichen Zeittheilen um gleichviel 
zu oder ab, so ist die Bewegung gleichförmig beschleunigt 
oder gleichförmig verzögert. Diese Bewegung ist die Folge 
einer konstant wirkenden Kraft. Die bei einer solchen Bewegung in 
der Sekunde eintretende Geschwindigkeitsänderung heisst Beschleu- 
nigung. Die Beschleunigung ist positiv bei der zunehmenden, nega- 
tiv bei der verzögerten Bewegung. 

Beginnt eine gleichförmig beschleunigte Bewegung von der Ruhe 
aus und ist ihre Beschleunigung = g, so nimmt die Geschwindigkeit in 
t Sekunden um gt zu. Dieser Werth ist nichts anderes als die Ge- 
schwindigkeit V nach der Zeit t. Folglich wird sein 

v = gt 

136. IJngkichKmig veränderte Bewegung. Sind die Zimahmen 
oder Abnahmen an Geschwindigkeit in gleichen Zeitelementen ungleich, 
so ist die Bewegung ungleichförmig verändert. Eine solche Bewegung 
ist die Folge einer variabeln Kraft. In einem bestimmten Augenblick 

8* 
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haben diese Kraft und die Geschwindigkeit gewisse Werthe. Man 
denke sich, es bleibe von diesem Augenbh'ck an die Kraft konstant, so 
tritt eine gleichförmig veränderte Bewegung ein und es wird alsdann die 
in der nächsten Sekunde erfolgende Zu- oder Abnahme an Geschwin- 
digkeit die Beschleunigung der Bewegung in diesem Augenblick genannt. 

137. Hifferentialformeln der Bewepng. Bei einer beliebig verän- 
derlichen Bewegung sei v die Geschwindigkeit und g die Beschleuni- 
gung nach Verfluss von t Sekunden und x der in dieser Zeit zu- 
rückgelegte Weg. 

Die Grössen v und x sind Funktionen von t Es nehme / um 
A f zu ; dadurch werde o; um A o; grösser. Ist die Bewegung be- 
schleunigt, so wird dabei v um A t; wachsen. Während der Zeit A t 
wird also der Weg A x zurückgelegt und es geht v stetig in t; -f" ^ ^ 
über. Am Anfang der Zeil A t haben wir also die Geschwindigkeit v, 
am Ende derselben die grössere Geschwindigkeit v -[- A v. Würde 
die kleinere Geschwindigkeit durch die ganze Zeit A t hindurch vor- 
handen sein, so wäre nach §. 134 der zurückgelegte Weg = » • A f ; 
würde aber die grössere Geschwindigkeit v -{-A v während der Zeit 
A t vorhanden sein, so wäre der zurückgelegte Weg = (v -\- At) At. 
Der erslere dieser Werthe ist kleiner als der wirklich durchlaufene 
Weg A x^ der letztere grösser. Es wird deshalb sein 

Ax>vAt, Ax<(v + Av)At 

oder auch 

A X ^ A X ^ , . 

>v, -xT-<v + Av 



At ^ ' At 

Lässt man hierin At ohne Aufhören abnehmen, so nehmen auch 
A X und A V ab. Dabei konvergirt v -{- Av gegen das Glied v als 
einer Grenze. Diese Grenze wird erreicht, wenn At zum Differential 
dt, also auch Ax zu da? wird. Für diesen Grenzzustand ist also 

r4\ dx 

(1) -^=y 

Zu dem gleichen Resultat gelangt man, wenn die Bewegung eine 
verzögerte ist. Die Geschwindigkeit wird also erhalten^ wenn man 
das Differential des Weges durch das Differential der Zeit dividirt. 

Die Beschleunigung,^ ist ebenfalls eine Funktion von t Nimmt 
t um A t zu, so geht bei beschleunigter Bewegung g in g -^ A g 
und V in v -{- A v über. An Anfang der Zeit A t hat also die Be- 
wegung die Beschleunigung g, am Ende dieser Zeit die Beschleunigung 
g -^Ag. Würde während der ganzen Zeit At nur die kleinere Bc- 



j 
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schleunigung g oder nur die grössere g -\- ^ g vorhanden sein , so 

wäre die Geschwindigkeitszunahme ^ A ^ im erstem Fall kleiner, die 

Geschwindigkeitszunahme (g -{- /!\g) üa t im zweiten Fall grosser als 
die wirkliche A v. Folglich wird sein 

Av>gAt, Av<(g + Ag)At 
also auch 

Av^ Av ^ , . 

Geht hierin AMn dt über, so kann g -]- £\ g mii g vertauscht 
werden und es gehen die beiden Ungleichheiten über in die Formel 

Für eine verzögerte Bewegung erhält man das gleiche Resultat. 
Die Beschleunigung einer Bewegung wird also erhalten, wenn man das 
Diflerential der Geschwindigkeit durch das Differential der Zeit dividirt. 

Eliminirt man dt aus den beiden Formeln (1) und (2), so folgt 

vd v^rgdt 

Mit Hülfe dieser drei Differenlialformeln der Bewegung sollen die 
folgenden Aufgaben gelöst werden. 

1S8. Gleichförmig bescUeunigte Bewegung. Bei dieser Bewegung 
ist die Beschleunigung g konstant und positiv. Die Integration der 
Differentialformel dv=:gdt giebl 

v = gt + C 

Um die Konstante C zu bestimmen, nehme man an, das Beweg- 
liche habe zur Zeit ^=0 eine Geschwindigkeit /^. Setzt man diese 
zwei gleichzeitigen Werthe in die vorstehende Formel, so folgt f^= C, 
Hierdurch wird 

(1) v:r=V-fgt 

Setzt man diesen Werlh von v iii die Differentialformel dx = vdt, 
so ist 

dXir:(V + gt)dt 

In dieser Formel sind nur t und ^ veränderlich. Die Integra- 
tion giebt 

Hat zur Zeit t= das Bewegliche noch keinen Weg zurückge- 
legt, so ist a? = 0, wenn t = 0. Setzt man diese Werthe in die 
letzte Gleichung, so findet man C = 0. Daher ist 
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(2) xr=:Vt + 



2 

Eliminirt man t aus (1) und (2), so folgt 

v« = V«+2gx 

Ist die AnfaDgsgeschwindigkeit P^=0, so geben die vorstehen- 
den Formeln 

V r:: g t, x = J g t*, V = YI^X 

Diese drei Formeln gelten für den freien Fall der Körper im 
leeren Raum, wenn auf die Veränderlicbkeit der Schwere keine Rück- 
sicht genommen wird. 

Beim freien Fall beträgt die Beschleunigung für Paris 

g = 9,80896" 

1S9. Gleickförmig femgerte Bewegung. Die Beschleunigung g ist 
konstant und negativ. Die Differentialformel d v =^ g d t ist daher zu 
schreiben 

d V = — gd t 
Durch Integration erhält man hieraus 

Für ^ =^ sei die Geschwindigkeit v = f^. Vermöge dieser 
gleichzeitigen Werthe geht die letzte Gleichung über in f^ := C. 
Setzt man diesen Werth der Konstanten ein, so folgt 

(1) v = V-gt 

Diesen Werth von v setze man in die Formel dw^=^vdty so kommt 

d X = (V — g t) d t 

woraus durch Integration folgt 

Da für < = auch o; = ist, so erhält man hierfür C = 0. 
Folglich ist der zurückgelegte Weg 

(2) xrrzVt-igt* 

Durch Elimination von t aus (]) und (2) ergiebt sich 

(3j v« = V* — 2gx 

Da die Bewegung eine verzögerte ist, so tritt ein Moment ein, 
wo das Bewegliche zur Ruhe kommt. In diesem Augenblick wird 
r = 0. Die der Grösse t^ = entsprechenden Werthe von t und x 
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bezeichne maD mit T und X und führe sie in (\) und (3) ein, so 
kommt 

Oi=V — gT, 0==V« — 2gX 

woraus folgt 



g ' 2g 

Diese Formeln finden Anwendung, wenn ein KOrper im leeren 
Raum vertikal aufwärts geworfen wird. Dabei bezeichnet T die Zeit 
zur Erreichung des höchsten Punktes und X die totale Steighöhe. 

140. Freier Fall der Kdrjper im ieereu Raiim^ mit Berücksielitiguug 
der TeranderlidilLeit der Schwere. Es seien R der Halbmesser der 
Erde, a der Abstand des Anfangspunktes der Bewegung vom Erdmit- 
telpunkt, X der Fallraura des Körpers nach t Sekunden und g^ g* die 
Beschleunigungen der Bewegung in den Abständen R und a — co vom 
Mittelpunkt der Erde. 

Da die Anziehung des Mittelpunktes der Erde auf einen Körper 
ausserhalb ihrer Oberfläche abnimmt wie das Quadrat der Entfernung 
zunimmt, so hat man 

(1) g:g'--^ ^ ^ 



^dv = g-7;;^ ITT-^*^ 



Setzt man den hieraus hervorgehenden Werth von g* in die Difle- 
rentialformel v dv = g d x an die Stelle von g^ so folf^ 

(a — x)' 

Um diese Formel integriren zu können^ setze man a — x ^= s, 
also d X =^ — d Sy so ist 

V d V — — g R* z— * d z 

und durch Integration 

= g R« z~» + C 



V« 



(2) ^=f:^+c 

Für den Anfang der Bewegung ist » = und a: = 0. Für diese 
Werthe wird die letzte Gleichung 

äR^ 

a ' 

Zieht man diese Gleichung von (2) ab, so erhält man die Ge- 
schwindigkeit . 



^=^v^ 



x) 
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Um die Fallzeit zu bestimmen, setze man dieseo Werth von v in 
die Differentialformel d x = v dt, so ergiebt sich 

Behufs der Integration setze man a?z=y^^ so wird da? = 2ydy 
und 

(4) dt = ~y-^Yr=^dy 

Allein nach Formel (8), §. 74, hat man 

Folglich ist das Integral der Gleichung (4)^ wenn x statt y^ ge- 
schrieben wird 

Far deu Anfang der Bewegung ist ^ = und ^ = ; folglich 
auch (7=0. Mithin wird die Fallzeit 



(5) 



'=1F^[^^'^^^+'"^"'("°=F.-)] 



In dieseo Formeln kann sicher ausdehnen von ^ = bis;r = a — /?. 
Wenn x = a — R, so ftlllt der Körper auf die Erdoberfläche. Für 
a?^ a — R, also für den Fall , wo sich der Korper im Innern der 
Erde bewegen sollte, gilt das Gesetz (1) der Anziehung nicht mehr. 

Wenn der Fallraum sehr klein ist, und die Bewegung in der 
Nähe der Erdoberfläche vor sich geht, so kann man in den Formeln (1), 
(3) und (5) die Grösse a — x mit a vertauschen , ebenso a mit R, 
wodurch man erhält, wenn man in (5) den Sinus des sehr kleinen 

ßogens 1/— mit dem Bogen verwechselt 

und nach einer einfachen Reduktion der letzten Formel 



=n 



Diese letzten Formeln enthalten die gewöhnlichen Fallgesetze, 
wie sie in §. 138 gefunden wurden. 
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141. fteiet Fall der Kvrper !■ iHUn der Erde. Befioilet sich 
eio KOrper innerhalb der Erdoberlllfche , so wird er vom Hittelpunkt 
der Erde aus durch eine Kraft angezogen, welche der EulTernung des 
Körpers vom Mtltelpunkt der Erde proportional ist. 

Es sei der Erdhalbmesser j4 M = B (Fig. 43), die Tiefe ^ C, 
in welcher sich der bewegte Küipor nach der Zeit t befimlel := w, 
und die Geschwindigkeit in C ^v. Ferner seien die Beschleunigungen 
in ^ und C gleich g und g', gn wird sein 

Selzl nian den Werth von g' aus dieser Proportion in die For- 
mel V d V =^ g d X an die Stelle von g, so erhält man 

vdv = -|-(R-x)<lx 

und durch Integration 

Ist die Anfangsgesch windigkeit in ^= 0, so hat man als zu- 
sammen gehörende Werthe dieser Gleichung ^ ^ 0, v ^ 0. Diess 
giebt auch C^O. Mithin erhalt man aus der teuien Formel als 
Werth der Geschwindigkeit 

Es sei CD senkrecht auf ^ J/, so ist V^iRx - jt" — Cfl; 
mithin ist die Geschwindigkeit des Kürpcrs, welcher sich auf dem 
Durchmesser j4MB bewegt, der Ordinate CD pro- ■y^ ^ 

poriional; sie ist in A und B=a und in if ein ■ 
Maximum. Ist der Kflrper in B angekommen , so I 
wird er wieder von M aus angezogen wie früher in I 
A; er wird also den Durchmesser rückwärts gerade I 
so durchlaufen wie vorwärts. Der Kcrper macht mit- I 
hin eine schwingende Bewegung, ähnlich der eines | 
Pendels. 

Um die Schwingungszeit zu bestimmen, setze man obigen Werlh 
von-ti in die Differenlialformel dx^vdt, so folgt 



-=l/f, 



(1) 

Das DifTerenlial redits kann iulegrirt werden unter Benutzung der 
Formel (S), §. 70. Man eitalt 
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(2) t = |/^Arc («in = ^) + C 

FQr t = wird auch x = 0; wofür die letzte Gleichung wird 

Are (»io = — 1)4-0" 



-H' 



_ ^ TT 

Allein es ist Are (sin = — 1 ) = — y oder = -j — ^. Allein der 
erstere Werth ist hier zu nehmen, weil die Aenderung der Sinusgrösse 

für ^ = bis o: = Ä dem vierten Quadranten als Bogen ent- 

spricht. Polglich ist 



.=-11/7-+"= 

Zieht man diese Gleichung von (2) ab, so kommt 

Es ist aber Quadrant ^ E — Bogen D E:= Bogen j4 D; mithin 

t=|/AArc(co» = ^?^) 

Dieser Werth von t ist die Zeit zum Durchlaufen eines beliebi- 
gen Weges 07. Die Zeit zum Durchlaufen des Halbmessers j4M wird 

erhalten , wenn man x = R setzt. Diess giebt ^ = y V~ä~' ^^^ 

a? = 2 R erhält man die Zeit zum Durchlaufen des ganzen Durch- 
messers ^B, d. h. die ganze Schwingungszeit 

142. freier Fall der Korper uter der ToravssetMuig^ dass der 
Luftwiderstand der (lesckwindigkeit proportional sei. Es bezeichne g 
die konstante Beschleunigung der Schwere, v die Geschwindigkeit des 
Körpers nach t Sekunden, «r die dieser Zeit entsprechende Fallhöhe 
und k diejenige konstante Grösse, um welche die Beschleunigung der 
Schwere bei der Geschwindigkeit v = 1 vom Luftwiderstand vergain- 
dert wird. 

Nach dieser Bezeichnungsweise ist 9 — kv die wirkliche Beschleu- 
nigung des Körpers nach t Sekunden. Setzt man dieselbe in die 
Differentialformel d v = g d t, an die Stelle von g, so erhält man 
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g — kv 
Die Integration dieser Gleichung giebt 

t:=--J-log(g-kv)+C 

Für den Anfang der Bewegung sei v = und da auch t = Oy 
so erhält man durch Substitution dieser Werthe 

0=r ^logg + C 

Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab, so kommt 

t = 4-log ^ 



k " g — kv 

Hierin ist- die Zeit durch die Geschwindigkeit ausgedrückt. Multi- 
plicirt man mit k und geht von den Logarithmen zu den Zahlen über^ 
so erhält man für die Geschwindigkeit 

(1) v = -|-(l-e->^^) 

Wenn die Zeit t bis ins Unendliche wachst, so nähert sich in 
dieser Formel (1) die Geschwindigkeit der Grenze -~ i also einem kon- 
stanten Werthe. 

Setzt man den Wertb von v aus (1) in die Differentiairormel dx 
= V dt, so kommt 

(2) dx=|-(l-e-*^*)dt 
Nun ist aber 

e-'^^dt^ — ^c-^'^dC-kt) 

und das Integral hiervon nach §. 68 

Somit erhält man durch Integration von Formel (2) 

(3) x = |(t + -i-e-") + C 

Da für t = auch o? = ist, so erhält man hierfür aus dieser 
Gleichung 
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Führt man den Werth von C aus dieser Formel in (3) ein, so 
erhält man den durchlaufenen Weg 

Wächst hierin t bis ins Unendliche, so wird auch der Weg a: 
unendlich gross. 

143. Tertikaier Wurf eines Korpers mter der Toraiissetiiing> dass 
der Luftwiderstand der ClesckwindiglLeit proportional sei. Der Kürper 
werde mit der Anfangsgeschwindigkeit f^ abgeworfen, so ist, wenn 
die Bezeichnung der vorigen Aufgabe gilt, die Beschleunigung nach 
t Sekunden = — g — kv. Beide Theile der Beschleunigung sind 
negativ, weil sowohl Schwere als Luftwiderstand der Bewegung ent- 
gegen wirken. Somit hat man 

dv=i( — g — kv)dt 
dv 



dt = — 



g + kv 



t =--|-log(g + kv) + C 

Wenn < = , ist » = /^; folglich geht für diese Werlhe die 
Gleichung über in 

0=:--^- log(g4-kV) + C 

Eliminirt man C aus den beiden letzten Gleichungen, so kommt 

1 , g + kV 



k ^ g + kv 
Hieraus erhält man als Werth der Geschwindigkeit nach der Zeit t 

(1) v = -^ + -i-(g+kV)e->'* 

Selzt man diesen Werth von v in die DifTerentialformel da;=^vdt, 
so ist 

dx== — i-dt+-i-(g + kV)e-^»dt 
Integrirt man wie in der vorigen Aufgabe, so findet man 

für / = ist 0? = 0; mithin 



k' 



0=--i^(« + kV) + C 
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Durch Subtraktion dieser beiden letzten Gleichungen erhält man 
den Weg 

(2) x = — |-t + l±^(l-e-") 

Bei Zunahme von t nimmt v ab. Setzt man t). = in Formel 
(1), so bezeichnet der entsprechende Werth von t diejenige Zeit, welche 
zum Erreichen des höchsten Punktes nOthig ist. Führt man diese 
Zeit in (2) ein^ so giebt der entsprechende Werth von x diejenige 
Höhe an, bis zu welcher der Körper sich erhebt, bevor er umkehrt. 

144. Freier Fall iu eiDem lediam^ dessen WidersUud den (laadrat 
der (leseliwindigkeit proportional ist. Wenn k, wie in den beiden vori- 
gen Aufgaben, die Beschleunigung bezeichnet, welche dem Widerstand 
des Mediums bei der Geschwindigkeit = 1 entspricht, so ist kv^ diese 
Beschleunigung bei der Geschwindigkeit v. Da diese Beschleunigung 
diejenige der Schwere g, welche wir als konstant voraussetzen, ver- 
mindert, so ist die wirkliche Beschleunigung der Bewegung 

dv fc « 

dt ® 

Setzt man der Einfachheit wegen 

so erhält man 

dT 



(2) kdt = 



a« — V» 



Um die rechte Seite dieser Formel integriren zu können, setze man 
(3) r^^ = .r^+ « 



a* — V® a-f-v a — v 

worin P, Q unbestimmte, konstante Grössen bezeichnen, welche wie 
folgt ermittelt werden. Man schaffe die Nenner weg, so kommt 

(4) i::=a(P + Q) + (a-P)v 

Diese Gleichung muss bestehen, welchen Werth auch die Verän- 
derliche V darin haben mag, also auch noch, wenn man v = setzt. 
Allein diese Bedingung v = giebt 

(5) l=:a(P + a) 

Zieht man diese Gleichung von (4) ab, so kommt 

0=r(Q-.P)T 
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Dtvidirt man mit v, so ist = Q — P, also auch 0=-P« Setzt 
man aber Q = P in Formel (5), so ist 

li=a 2P, P=:Q = — !— 
Führt man diese Werthe von P und Q in (3), so kommt 

^ ^ -1, f_L_ -I- _L_) 

a« — V« 2a Va + v^a— T/ 

Maltipiicirt man mit dv und berücksichtigt Formel (2)^ so ist 

2 a Va + v ' a — v / 

Die Integration dieser Formel giebt 

2 a k t = log (a + v) — log (a — v) + C 

Da für ^ = auch v = sein soll, so wird auch die Konstante 
C = 0; deshalb erhält man als Werth der Zeit 

t =r -s — i- loy: — ■ — 

2 a k ^ a — V 

Multiplicirt man mit 2a Ar und geht von den Logarithmen zu den 
Zahlen über, so folgt 

(6) 1+1.= e^^^t oder "-^- ^ 



a — V a + v e««''* 

Nimmt hierin die Zeit ^ zu, so wächst die Exponentialgrösse im 
Nenner rechts sehr rasch. Für ^ = oo wird diese rechte Seite = 0; 
folglich muss auch der Zähler a — v =^ sein, woraus folgt 



Fl 



Dauert also die Bewegung unendlich lange, so wird die Geschwin- 
digkeit gleich der Konstanten a, somit die Bewegung gleichförmig. 
Fällt also ein Körper im Wasser nach obigem Gesetze^ so nähert sich 
seine Bewegung mehr und mehr einer gleichförmigen, je länger sie dauert. 

Setzt man die Beschleunigung g — kv^ in die Differentialformel 
V d V = g d X an die Stelle von g^ so kommt 

V d V = (g — k V*) d X 
. vd V 

dx=: r--j- 

Multiplicirt man Zähler und Nenner rechts mit — 2 k, so kann 
man schreiben 

H — - ^ — 2 k V d V 

2k g — kv» 
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Nunmehr ist der Zähler des zweiten Bruches das Differential des 
Nenners, also das Integral dieser Formel nach §. 68 

Für den Anfang der Bewegung ist v = und a;n=0; diess giebt 

Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab, so kommt 
0) x=:-l^\og ^ ^^ . 



2k " g— kv' 

Eliminirt man aus den Gleichungen (6) und (7) die Geschwindig- 
keit V, so erhält man den Zusammenhang zwischen dem Weg a? und 
der entsprechenden Zeit t 

Man gelangt aber auch zu diesem Zusammenhange auf folgende 
Weise. Aus Gleichung (6) folgt 



vrr:a 






Setzt man diesen Werth von v in die Formel d x = v d t^ so 
kommt 

dx=:a — =r-T- dt 

Behufs der Integration multiplicire man Zähler und Nenner rechts 
mit Are"^^^, so kann man schreiben 

1 e*^*.akdt + e-»^^-akdt) 



dx = 



k ^akt_j_^-akt 



Da der Zähler rechts das Differential des Nenners ist, abgesehen 
von der Konstanten -r- , so giebt die integration 

Für den Anfang der Bewegung ist ^ = und x = 0. Diese 
Werlhe geben 

0=:J-{og2A-C 

Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab, so erhält man 
dia Fallhöhe 

x = -j^log 2 
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143« Vertikaler Wvrf der Korper in eisen lediim^ dessen Wider- 
stand dem (kiiadrat der Cleschwindigkeit proportional ist. Es gelte die 
Bezeichnung der vorigen Aufgabe, so ist die Beschleunigung der Schwere 
sowie diejenige des Widerstandes negativ zu nehmen. Die wirkliche 
Beschleunigung wird somit = — g — k v^ sein. Setzt man diesen 
Werth für g in die DifTerentiairormel dv=^gdt, so erhält man 

^*-- g + kv^ 

Man schreibe 

i dv 



dt = 



¥ + ''• 



Nun ist nach Formel (6), §. 70 

Mithin wird sein, wenn man a* = y ^^^^^ 

*" Für den Anfang der Bewegung ist t= und v = der Anfangs- 
geschwindigkeit ^. Mit Hülfe dieser Werthe wird die vorstehende 
Gleichung 

Folglich erhält man durch Elimination der Konstanten C 

Um den Zusammenhang zwischen der Zeit und dem durchlaufenen 
Weg zu finden, löse man die Gleichung (1) zuerst in Hinsicht v auf und 
setze zu diesem Zwecke 



g "" a 



(2) 



y 

ArcUang^V 1/ — )=« 
Are Ttang = v l/— ) = 'f 



SO erhält man aus den Formeln 

(3) Y^ = J' -^='*»«« ^=tang* 
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und aus Formel (1) 



« — * = -5— 

' a 

Folglich auch, wenn man auf beiden Seifen die Tangenten nimmt 

ff t 
(4) ta ng (« — «/) = tang -^ 

a 

Allein nach einer bekannten trigonometrischen Relation ist 

tans a — tang </' 

tang {a — w)— . , f -^-^ — 

* ^^ 1 + tang a • tang (p 

Setzt man hierin die Werlhe aus (3) und (4), so kommt 

g t V — V 
tang -S— r= a — ^ , ., 

** a a* + ^ ^ 

V — a tang ^ 



a 
V = a 



a + V tang ^ 



a 

V CO» -^ — a sin -^ 
(5) vrra * ' 



V m ^ h » CO» ^ 



a a 

Führt man diesen Werth von v in die Formel dap = vdty so ist 

%T st . gt 

V CO» -^ a »in * 



dx = a 7 —dt 

Vgin^ + acos^ 
a ' a 

Da hierin der Zähler des Bruches das Differential des Nenners 
ist, abgesehen vom konstanten Faktor a, so giebt die Integration 

x=:alogrV»in -ll + acos-^l+C 

Für den Anfang ist ^ = und x = 0. Diess giebt 

= a loga-|-€ 
Mitbin durch Subtraktion dieser Gleichungen 

(6) x = a log [~ sin -^ + co« -^1 

Um den Zusammenhang zwischen den Grössen x und v zu er- 
mitteln, könnte die Zeit t aus den Formeln (1) und (6) eliminirt 
werden. Allein man erhält diesen Zusammenhang auch, wenn man 
in die Differentialformel v d v = g d x statt g die dieser Aufgabe ent- 
sprechende Beschleunigung — g — k v^ setzt. Diess giebt 

. vdv 

g + kv* 
AuTBNHBiMER, Elementarbaoh. 9 



Auf der rechten Seite bewirkt maa, dase der Zähler dai Difleren- 
lial des Nenners wird, indem man schreibt 



Polglich giebt die Integration 

Für X =^0 wird t> = der Anrangsgeschwindigkeit f^. Diese 
Werthe geben 

= — j^log(g + kV«) + c 

Zieht man diese Gleichung von der forigen ab, so ertiSll man 
den gesuchten Zusammenhang 

I . g + tv» 

Setzt man in Formel (I) die Geschwind igheil v =^0, so giebt 
der entsprechende Werth von t, den wir mit T bezeichnen wollen, 
die Zeil an, welche der KOrper zur Erreichung des höchsten Punktes 
nftlhig hat. Hit Berücksichtigung der Relation (2) erbalt man 



Wird dieser Werlh von T in Formel (6) eingeführt und der ent- 
sprechende Werth von x mit JT bexeichncl , so erhalt man die ganze 
Steighahe 

f = • lo« [-^ "H" g + «oi « 1 

IM. BewegiBg it» feidels Im leeren Kauk Es sei ^ (Fig. 44) 
der Aufhangepunkt eines mathematischen Pendels und ^ F die ver- 
tikale Lage der Pendelsla^e. Diese Stange werde in di« Lage 
"S'm. 44. ^ B versetzt , welche mit der vertikalen Lage 

AF den Winkel a bildet, und sodann sich 
selbst ilberisssen. Man soll den entstdiendeo 
Bewegungsziistand bestimmen. 

Der schwere Punkt in B hat das Bestre- 
ben, in vertikaler Richtung lu Tallen und eine 
der Schwere enisprechende Beschleuoigung an- 
zunehmen. Man zerlege diese Beschleunigung g 
in die beiden Seitenbeschleunigungen g cos a 
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und g sin a. Die «rslerc fnlU in die Richtung der PendeUtange und 
kommt nicht zur Wirklichkeit. Die Seitenbeschleunigung g sin a steht 
senkrecht zur Pendelstange AB und fällt in die Vertikalebene, welche 
durch A B geht. Mit dieser Beschleunigung beginnt die Bewegung. 
In der Lage A C, welche mit A F den Winkel 9> bilden soll, ist die 
Beschleunigung = g sin ^, Die Richtung dieser sich mit ^ ändern- 
den Beschleunigung fällt immer in die genannte Vertikalebene. Der 
Weg B F des schweren Punktes ist also eine ebene Kurve und zwar 
ein Kreisbogen. 

Die Länge der Pendelstange sei a, der in der Zeit t durchlaufene 
Bogen B C =^ X, so ist, wenn a und <p im Bogenmass ausgedrückt 
werden: x ^=^ a {a — 9*). Denkt man sich a konstant, so erhält man 
durch Differentiation dieser Formel 

(1) d X =r — a d </' 

Setzt man in die Diiferentialformel v d v = g d x der Bewegung 
statt ^ die veränderliche Beschleunigung gsin(p^ und statt da: den 
in (1) enthaltenen Werth, so folgt 

V d V = — g a sin </ d 'f 

Das Integral dieser Formel ist 

(2) -y^ = gaco8//.-f C 

Für 9 = a wird t; = 0. Hierfür erhält man aus (2) 

= g a cos a -f C 

und durch Subtraktion dieser beiden Formeln 

(3) ▼ = V2 g a (CO« <p — cos «) 

Zieht man B D und C E horizontal , so ist Abstand D E :=: 
a (cos 9 — cos a). Folglich ist die Geschwindigkeit des Pendels, nachdem 
er den Bogen B C durchlaufen hat = V2g- DE, d. h. ebenso gross, als 
wenn er den vei*tikalen Abstand der Endpunkte dieses Bogens durchlaufen 
hätte. Für y = ist die Geschwindigkeit v = y2ga(l — cw«) ein 
Maximum. Da v ebensowohl für (p = — a wie für (p z= -j- a zu 
Null wird, so sind die Ausweichungen des Pendels zu beiden Seiten 
der Vertikalen A F gleich gross. 

Um die Schwingungszeit zu bestimmen, setze man den Werth 
von V aus (3) in die Differentialformel dx = v di, und vertausche 
noch dx mit — ad y, Formel (1), so kommt 

1 / a da» 

(4) dt = -J/ ^ 



g Y2 (cot^' — cos a) 

9* 
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Erste Integration. Um Formel (4) zu integriren, setze man 

CO» </' z= 1 — 2 sin -^, cos a := 1 — 2 »in — 



2 • 2 

und vertausche, da ~- und ^ sehr kleine Bogen sind, den Sinus 
mit dem Bogen, so erhält man statt (4) 



dt=: — 



V 



Das Integral hiervon ist nach Formel (5), §. 20 

t = ]/lArc(cos = ^) + C 

Für i = wird (p =^ a. Hierfür wird Are (cos = 1) = 0, so- 
mit auch C = 0. Deshalb ist 

(5) t=|/''|Arc(co. = -^) 

Lässt man hierin fp abnehmen von ^ = a bis 9^ = 0, so erhält 
man die dem Bogen B F entsprechende Zeit = y 1/ — , weil der Bo- 

TT 

gen = Y« wenn der zugehörige Gosinuswerth == ist. 

Nimmt y ab von g) = ^a bis ^^= — a^ so wird Are (cos = — 1) 
= V, Die dieser Aenderung entsprechende Zeit ist die Schwingungs- 
zeit, welche wir mit T bezeichnen wollen. Folglich ist 



(6) T== :'* 

g 



'V 



Nach Verfluss der Zeit T kehrt der Pendel um und macht nach 
entgegengesetzter Richtung eine Schwingung von gleicher Dauer, u. s. w. 
Diese Formel (6) gilt streng genommen nur für unendlich kleine 
Schwingungswinkel. 

Zweite Integration. Um die Formel (4) zu integriren, lOse 
man cos (p und sin 9> in Reihen auf. Man erhält 

00891= 1 — ^-| ^ 



2 ' 2 • 3 • 4 
cos a=:l — -j- 



2 ' 23-4 

Behält man die Glieder dieser Reihen nur bis zur vierten Potenz 
des Bogens bei, indem man a als eine kleine Grösse voraussetzt, so 
erhält man durch Subtraktion 

2 (cos 9 — - CO» «) = a* — <jp* — T^ (a* — 9*) 
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oder da a* — y* = (a« -f 9«) (a« — y*), so ist 

2 (CO» ff — cos a) — («« — 9») [1 — ^ (a* + «y»^)] 

Hierfür wird nun Forme) (4) 



(7) dtrr- 




Entwickelt man die zweite WurzelgrOsse mit dem Exponenten — ^ 
nach dem binomischen Satze in eine Reihe und bricht bei der zweiten 
Potenz von 9 ^b, so erhält man 

[i - A («' + ^'')]''^ = J + A («' + T') 
Führt man diesen Werth in (7) ein, so kommt 



(8) 



-=-n[^^-^+*vÄ-.] 



Die Grösse dt dieser Formel werde integrirt von t=0 bis t=^T, 
wenn mit T die ganze Schwingungszeit bezeichnet wird. Diesen Gren- 
zen entsprechen die Grossen 9^ = a und (f = 0; also müssen die 
Integrale rechts in (8) zwischen den Grenzen 9 = a und 9> = 
genommen werden. Vertauscht man diese Grenzen, so ändert das In- 
tegral rechls sein Zeichen, nach Formel (4), §. 80. Deshalb wird sein 



a 



'« T = l/f[/^*^^* + ^/vS#p] 



Nun ist aber 

d(f> 









a a 



/ dtp n ^ I* <f * d fp a* n 

o o ' 

Setzt man diese Werthe in (9) ein, so erhalt man 

T = |/-| [(1 +yr «*) " + tV «' "] 



(10) 



T = 'r}/--(l+A«') 



Der Werth von T in (10) ist im Verhältniss von 1 + y's ^* 
grösser als der in (6). Für eine Ablenkung der Pendelstauge von der 
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vertikalen Richtung = &^ ist der entsprechende Bogen a = 0,087266. 
Hierfür wird 

l+TJy«'* — 1,000476 

Hat der Pendel einen unendlich kleinen Schwingungswinkel und 
einen Winkel von 5°, so macht er im erstem Fall 1000476 Schwin- 
gungen in derselben Zeit, in welchem er im zweiten Fall 1000000 
Schwingungen macht. 

Dritte Integration. Man setze in Formel (4) 

l — cos ff = z 

so erhält man durch DifTerentiation 

Setzt man ferner 1 — co8a=:Ä und zieht hiervon 1 — cosy=5 
ab, so folgt 

cos (f> — cos a == b — z 

Vermittelst dieser Werlhe wird das Differential der Zeit 

dz 



dt — 



y- 



g VT^^z* y2(b'— z) 
oder indem man V""z aus dem einen Divisor in den andern versetzt 

a dz 



=-.}/ 



dt= - 



* yb.-l5|/,+| 



Allein nach dem binomischen^ Satze ist 

i 3 • 5 z> 



Vi) -^+* 2 ^ 2-4 4^24. 



6 8 

Setzt man diesen Werth in die vorstehende Formel und integrirt, 
so kommt 



(in 



=-*VT/vsh-.('+'T+i^^+) 



Es bezeichne wie oben T die ganze Schwingungszeit. Um 



T 



durcli die Integration von (11) die Grösse -y zu erhallen, muss der 

Pendel den Bogen a durcbiaufeu , d. h. es muss 9> von g> = a bis 
V abnehmen. Diesen Grenzen entsprechen, zufolge der Gleichung 
1 • cos 9 >-<^ 9^ die Grenzen « = 6 und 3=^0. Soaiii ist b die 
untere und die ober« Glänze filr das Integral rechts io (11). Ver- 
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laiischt nmi die^ Grenzen, so ändert nach Formel (4), §. 80, das 
Integral sein Vorxeidieo. Multipiicirt man zudem noch mit (2), so 
kommt 



Nun ist nach Formel (8), §. 70 

folglich 

(13) fW^-^" 

J vbz — z* 



Es geht nämlich der Bogen von — y durch die Null in -\ — 2^ 

über für 4f = * bis z =^ 0. 

Ferner ist nach Formel (3), §. 72 

n z"dz z"-' n^- . , 2n— l . /»z"-^dz 

I -^ — Vbz — z*H r b /Yr===^ 

J Ybz — z* n 2n jybz — z* 

Da in diesem Integral das erste Glied rechts wegfallt für js = 
und z = b, so wird sein 

b b 

/ z'dz _ 2n— 1 P^^ZIAL 

"Vbz — z* "~ 2 n J Vbz — z« 

o 

Bezeichnet man die linke Seite mit ^n« so ist hiernach 
Folglich erhält man, da nach (13) ^0 = ''^' 

für u=:l,..Ai = 4bAo = Jb7r 

„ n = 2,..A2==:}bAx=y^b*7r 

1.3.5 
,, 11 = 3, . . Aa = tb Agrz 2- 4- 6 ^' ^' ** " ^' 

Setzt man diese Werthe in (12), so erhält man die gesuchte For- 
mel für die Schwingungszeit 

T=,vi['+*- i+(4^)"(4r+(^-iTi)"{i)'+ ] 
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147. Bewegung einer Kngel in einer (leseh&tiröhre. Diese Bewe- 
gung soll betrachtet werden unter der Voraussetzung, dass sich die 
ganze Pulverladung gleichzeitig entzünde; dass erst nach dieser ganz- 
Jichen Entzündung die Bewegung der Kugel beginne; dass das Pulver- 
gas sich nach dem Mariotte*schen Gesetz ausdehne; dass während der 
Bewegung der Kugel in der Röhre kein Gas entweiche und dass die 
Kugel keinen Widerstand an der Wand der Röhre finde. Diese Vor- 
aussetzungen sind nur annähernd richtig, deshalb werden auch die 
folgenden Resultate nur als Annäherungen zu betrachten sein. Es be- 
zeichne: 

L die Länge der Geschützröhre im Innern, 

a die Ausdehnung der Ladung, in der Richtung der Röhre, 

V die Geschwindigkeit, mit welcher die Kugel die Mündung der 
Röhre verlässt, 

V die Geschwindigkeit, welche die Kugel in der Röhre im Ab- 
stände X von der Ladung besitzt, 

/;, p* die Beschleunigungen im ersten Augenblick der Bewegung 

und im Abstände x von der Ladung. 
Nach dem Mariotte'schen Gesetze hat man 



p':p — a:a-f X, p' = 



a + X 

■ 

Setzt man diesen Werth von p' in die DiiTerentialformel v dv = 
g d X ?Ln die Stelle von g, so erhält man 

, d X 

vd v = ap — ; — 

a -f X 

Durch Integration kommt 

(1) ^ = apIog(a + x) + C 

Wenn o: = 0, so ist auch v = 0. Hierfür erhält man aus (1) 

= a p log a -(- C 
Zieht man diese Gleichung von (1) ab, so folgt 

v* , a 4^ x 

_::.apIog--j- 

Dehnt man hierin x bh L — a aus, also so weit, als das Gas 
auf die Kugel wirken kann, so geht v in f^ über und man erhält aus 
der letzten Formel 

L 



(2) V«z=2aplog(— ) 
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Ist V bekannt, so kann hieraus f, also auch <lie Intensität des 
Pülvergases berechnet werden. 
Es sei 

V = JOO" a = 0,1" L = 1,5" 

SO findet man durch Substitution dieser Werthe in Formel (2) 

p = 295115" 
tl. h. würde das Pulvergas eine Sekunde lang mit derjenigen Intensität, 
welche es im ersten Augenblick seiner Entstehung besitzt, konstant 
auf die Kugel einwirken , so würde die Kugel in dieser Zeit eine Ge- 
schwindigkeit =^ äSMl^** annehmen. Unter dieser Voraussetzung 
würde eine gleichförmig beschleunigte Bewegung entstehen, welche eine 
Vergleichung mit dem freien Fall der KOrper lulitsst. 

Das Gewicht der Kugel sei = 6 Kil. und da die Beschleunigung 
der Schwere := 9,80!^" , so betragt der grOssle Druck des Gases auf 
die Kugel 

Der Querschnitt einer guaseisernen Kugel vnn 6 Kil. betragt circa 
HO DCenlimeter, folglich ist obiger Druck per 1 GCenümeter ^= 
1642,9 Kil. Dieser Druck entspricht circa 1590 Almosphai-en. 

14$. testhwtnAgkelt , nit welcher BaMpf ms elnea ficfiss !■ ein 
«■«leres überströmt. Damit Dampf aus einem GefSsse Ä (Fig. 45) in 
ein Geßiss B Uberslrümen kann, muss die Dam|)fspannung in A grüsser 
sein als in B, Beim Uebergang aus A in B wird die Spannkraft 
stetig abnehmen. Es seien: 

P, P' die Dampfspannungen in A und B, per Flacheneinheit, 

p die Pressung des Dampfes an einer solchen Stelle des Abfluss- 
kanals, wo seine Geschwindigkeit =^ v ist, per Flächeneinheit, 

g der Querschnitt des Kanales an dieser Stelle und 

f^ die Geschwindigkeit, mit welcher der Dampf in das Gefäss B 
eintritt. 

Das Gewicht des Dampfes hängt von seiner Spannkraft ab. Wenn 
der Werth von p innerhalb enger Grenzen liegt, so kann das Gewicht 
der Kubikeinheil Dampf ausgedruckt werden durch 3^. 45 

tt-\-bp, worin a und b zwei konstante, durch Ver- 
suche zu ermittelnde Grüasen bezeichnen. 

An der Stelle, wo der Dampf eine Geschwindigkeit r 
hat, lege man einen Schnitt durch den Kanal, normal 
zur Richtung der Bewegung, so wird dieser Querschnitt 
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im Zeiielemetit d t nm das Wegelement d x vorge^ohohen und die Ge- 
schwindigkeit V gebt über in t^ -f- dv. Der Querschiiiit q kann längs 
des Weges dx als konstant angegeben werden. Das Volumen, wel- 
ches er beschreibt, ist =qdx; somtt das Gewicht des Volumenele^ 
mentcs Dampf 

(1) (a + bp)qdx 

Während v \xi v -\- dv übergebt, wird p zu p — dp. Der Druck 
auf das Volumeuelement von der Seile ^ ist = qp, Ton der Seite 
B ^=:i q (p — dp)^ somit der Unterschied dieser Kräfte := q dp. 
Diese Kraft treibt das Gewicht (I) vorwärts und da diese Kraft wäh- 
rend des Weges da? als konstant angesehen werden kann, so wird die 
Bewegung gleichförmig beschleunigt. 

Bezeichnet man die entsprechende Beschleunigung mit g\ dieje- 
nige der Schwere mit g, so bat man 

g':g=:qdp:(a + bp)qdx 

weil zwei konstante Kräfte, welche auf eine und dieselbe Masse (1) 
wirken, Beschleunigungen hervorbringen, die den Kräften proportional 
sind. Folglich wird sein 

'- dp 

^—^ (a + bp)dx 

Setzt man diesen Werth von g* in die Difierentialformel v d v = 
g d X »n die Stelle von^^ und berücksichtigt, dass dv und dp ent- 
gegengesetzte Zeichen haben, so erhält man 

V dv=: — g r\ — 

a + bp 

Die Integralion dieser Gleichung giebt 



t2 



(2) :L.=:__|-iog(a + bp) + C 

Für den Anfang der Bewegung ist r = und /? = P,« setzt man 
diese Werthe in (2), so kommt 

0=:-.|-log{a + bP) + C 

Zieht man diese Gleichung von (2) ab, so folgt 

2 ~ b ^ a + bp 

Gellt hierin p in P über, so wird v zu f^; folglich ist die ge- 
suchte Geschwindigkeit 
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V =: l/ll- loa JL±AP 

r b «^ a + bP' 



Bei numerischen Berechnungen ist zu setzen 9 =? 9,808™; ferner 
nach Hedtenbacher 

Für Dampf« von I bis 2 Für Q&nipf« von 2 bift 5 

Atmosphären Spannkraft: Atmosphären Spannkraft: 

8 = 0,06295 0,1427 

bi= 0,000051 0,0000473 

a + b P 
Sodann nehme man von — T. p, ■ den gemeinen Logarithmus und 

inuUiplicire ihn mit 2,302585, so erhält man den natürlichen Logarith- 
mus. Endlich ist der Druck des Dampfes bei 1 Atm. Spannkraft auf 
1 D™ Fläche = 10330 Kil. 

Mit welcher Geschwindigkeit strömt Dampf von 2 Atm. Spann- 
kraft in Luft von 1 Atm. Spannkraft über? 

Es ist zu setzen 

P = 2. 10330 V'= 10330 



folglich 



a -1- b P , 0,06295 + 0,000051 • 20660 , , ^^^ 
*^« a + b P- =" '^« 0,06295 + 0,000051.10330 "" *^^ ^»^^^ 

logbrigg. 1,896=: 0,27783 

log iiat. 1,896 = 2,30258 • 0,27783 = 0,63971 



V 



2- 9,808 0,63971 _ ^^^m 



^-'-^ 0,000051 =''' 



JX. S^ttfeahen ihtx mechanijfcfo Jirbrii 

149. Begriff von neehaHischer Arbelt« Wenn der Angriffspunkt 
einer Kraft in der Richtung der Kraft fortschreitet, so ist die Wirkung, 
welche die Kraft hervorbringt, sowohl proportional der Intensität der 
Kraft, als auch dem von ihr zurückgelegten Wege, also proportional dem 
Produkt aus der Intensität und dem Wege. Dieses Produkt wird die 
Arbeit der Kraft genannt. 

Wenn ein Gewicht von 5 Kil. auf eine Höhe von 4 Met. gehoben 
wird, so ist die erforderliche Arbeit 5 X 4 = 20 Kilogramm-Meter. 

150. Arbeit^ welehe shh Elnschlftgen eiaes Nagels la eine li«nogene 
Sttbstaiu ndtUg ist. Der Widerstand, welchen der Nagel beim Ein- 
dringen findet, besteht aus zwei Theilen: aus dem Widerstand, welchen 
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die Spitie des Nagels verursacht, und ans einem Theile, welcher von 
der Reibung der Oberfläche des Nagels an der Substanz herrührt. 
Nehmen wir den erstem Tbeil konstant und den letztem proportional 
der Tiefe x an, his zu welcher der Nagel schon als eingetrieben an- 
gesehen werden kann , so ist der gesainmta Widerstand = a -{- b x, 
worin a und b konstante Grossen bezeichnen. 

Dringt der Nagel um den Weg dic ein, so kann der längs des 
Weges d x wirkende Widerstand als konstant angesehen werden. Die 
Arbeit für diesen Wegtheil ist deshalb 

(a + bx)dx 

Wenn L die Länge des Nagels bezeichuet, so ist die gesammte 
Arbeit zum Einschlagen des Nagels 

/^a + bx)dx = «L+^;^ 

Kl. rehcrtngi^ MechaMlscker Arbelt dtrck die Kwbel. Der 

Druck des Kolbens einer Dampfmaschine, einer Pumpe, etc. wirkt in 
der Richtung A G [?\^, 46), Ungs welcher sieb der Kolben hin- und 
herbewegl. Der Druck , den somit die Schubslange C B gegen deo 
Zapfen B der Kurbel B A ausübt, ist, in der Richtung A ü genom- 
men, gleich dem Kolbendruck. Nun sei: 

P der Kolbendruck, längs des ganzen Hubes konstant gedacht, 

r der Halbmesser des Kurbelkreises B D, und 

</> der Winkel BAD, welchen die Kurbel mit der Richtung A C 
bildet, im Bogen mass ausgedruckt. 

Sifl. 46. 



Han zerlege die KraR P, wirkend am Kurbeliapfen B, in zwei 
Seitenkralte B n^= P i\n <f und B m^ P cos ff , wovon die erstere 
tangential an den Kurbelkreis und die letztere gegen die Kurbelwelle 
A wirkt- Die letztere Kraft wird durch den Widerstand der Kurbel- 
welle aufgehoben, wahrend die erstere die Kurbel dreht, also arbeitet. 

Wenn <f üfa d ff zunimmt, so rllckt der Kurbelzapfen um rd<p 
vor. Die Kraft PsinV* kann während des Wegelementes rd^ als 
konslaut angesehen werden und da ihre Richtung mit der des Weges ^ 
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zusammenfällt, so ist die Arbeit der Kraft längs des Weges r d^ =^ 
Pr sin yrfy. Öa nun /sinyrfy = -r cos y -j^ C, so ist die Arbeit 
der tangentiellen Seitenkrafl während eines Kolbenganges 

n 

o 

also gleich dem Produkt aus dem Druck auf den Kolben in den Weg 
2 r des Kolbens. Es geht somit durch die Kurbclbewegung keine Ar- 
beit verloren, abgesehen von den vorkommenden Reibungen. ^ 

Der mittlere Druck auf den Kurbelzapfen , in der Richtung der 
Tangente an den Kurbelkreis, sei JP', so ist seine Arbeit während eines 
Kolbenganges, also längs einer halben Peripherie des Kurbelkreises 
=z P^ r TT. Da diese Arbeit = 2 /* r sein muss, so folgt 

P' = — P = 0,636 P 

71 

152. Arbeit^ welche auf die Brehung einer rechtwinkeligen Viäche 
in einem ledinni verwendet werden ninss. Der Erfahrung zufolge ist 
der Widerstand, welchen Wasser, Luft, etc. der Bewegung entgegen- 
setzt, proportional der Fläche, welche normal zur Richtung der Bewe- 
gung gegen das Medium stösst und sehr nahe proportional dem Quadrat 
der Geschwindigkeit der Bewegung. Es Seien : 

a die Kante, um welche sich das Rechteck dreht, 
b die darauf senkrechte Kante des Rechteckes, 
V die Geschwindigkeit der zur Axe parallelen Kante, 
jp der Widerstand, welchen das Medium einer Flächeneinheil ent- 
gegensetzt, wenn sich dieselbe mit einer Geschwindigkeit = 1 bewegt. 
Man lege in der Rechtecksfläche, in den Abständen x und x-\-dx 
zwei Gerade parallel zur Axe, so schliessen dieselben ein Flächen- 
element = adx ein. Die Geschwindigkeit, mit welcher sich dieses 
Flächenelement dreht, sei v\ so ist 

V 

v' : V 1= X : b, v' = -i-x 

D 

Würde die Fläche a d of sich mit der Geschwindigkeit = 1 be- 
wegen , so fände sie einen Widerstand = p a d x^ folglich ist der 
Widerstand dieser Fläche bei der Geschwindigkeit v' : 

P a v* 

. , ^ X* d X 

b* 

Der Angriffspunkt dieser Kraft rückt in der Zeiteinheit um den 
Weg v\ in der Richtung von v\ vor; folglich ist die auf das Flächen- 
element a d a: verwendete Arbeit 



und die Arbeit A f(lr die ganze Rechtecksfificbe 



-/^- 



Diese Arbeit ist somit der drillen Poteni der Rolalionsgescb win- 
digheil proportional und gleich \ der Arbeit pabv*, welche die FlScbe 
bei Torlschreit ender Bewegung ftndel. 

1S3. Arkeit «les DaMpfes bei eiaer EipauUnsMUcUne. Bei dieser 
Haschine füllt der Dampf, welcher bei jedem Kolbenzuge in den Dampf- 
cylinder tritt, denselben nicht ganz an, sondern es wird die Kommu- 
nikalion des Cylinders und der Dampneitungsräbre unterbrochen, nacb- 
3fiB- fl^ dem der Kolben einen Weg AB :=\,\, . . (Fig. 47} 
des ganzen Hubes k durchlaufen hat. Der Dampf 
wirkt also nur während des Theiles A B r:= a der 
Hublange mit dem anl^nglichen bonstanlen Drucke P, 
dehnt sich nachher aus und wirkl wahrend dieser Pe- 
riode der Ausdehnung mit einem Drucke auf den Kol- 
ben, der nahezu abnimmt, wie das Dampfvolumen im 
Cylinder wächst. Bezeichnet P' den Dampfdruck auf 
den Kolben, naühdem dieser einen Weg B C := x wahrend der Pe- 
riode der Expansion durchlaufen hat, so ist annähernd 
P' Volom vou A bi» B _ a 



Der Kolben bewege sich von C aus um den unendlich kleinen 
Weg d X, so kann der Dampfdruck P während dieses Weges als kon- 
stant angesehen werden. Somit ist die Arbeit der Kraft P' längs des 
Weges d x: 

und die Arbeit während der ganzen Periode der Expansion 



-/^=-"-a) 



Addirt man zu dieser Arbeil noch die Arbeit n P, welche der 
Dampf längs des Weges A B, also voi- dem Eintritt der Dampfiibsper- 
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ruiig verricbtet, so eth^H man als gesammte Arbeit während eines 
Kolbeozuges 

.P[. +10,(1)] 

Für briggische Logarithmen ist dieser Ausdruck 

li 



a P Tl + 2,302585 log brigg (^--Xl 



154. Arbeitsgrösse^ welche ein Körper in sieh anfninrnt^ wenn er 
frei herabfallt. Es sei der Halbmesser der Erde = r, die PalUiöhe 
= k, das Gewicht derselben an der Erdoberfläche = q. Nachdem 
der Körper durch eine Höhe x herabgefallen , also eine Entfernung 
= ;• -f- A — a? vom Mittelpunkt der Erde besitzt , sei sein Gewicht 
= q* ; folglich hat man nach dem Newton'schen Gesetze der Gravitation 



q-q =-^' /. i L ^>« ; q' 



r^ 



r* • (r + h-xj«' ^ ~^ (r + h — x)2 

Es nehme a? um dx zu, so kann angenommen werden, es bleibe 
q' während dieses unendlich kleinen Weges konstant; folglich ist die 
Arbeit der Kraft q* längs des Weges dx 

ij « dx 

Wird diese Formel integrirt, so erhält man die Arbeit der Schwere 
wähi*end einer endlichen Fallhöhe x. Um aber integriren zu können, 
setze man r-j-A — x ^= y, so ist rfa: = — rfy und q* d x =^ — 
q r^ y^ d y; folglich 

/<,'dx = qr^y-^ + C:=qr-(j,:pi-^) + C 

und die gesuchte Arbeil für den Fallraum h 

Wenn der Fallraum khin ist, so dass h gegen r vernachlässigt 
werden kann, so geht der lelztä Ausdruck in das Produkt qh aus Ge-* 
wicht in Fallhöhe über. Ist dagegen r gegen A klein, wie diess z.B. 
bei Meteorsteinen, welche auf die Erde fallen, angenommen werden 
kann, so wird diese Arbeit = jr r. Diese Arbeit giebt er beim Auf- 
schlagen auf die Erdoberfläche an die Masse der Erde ab. Eine 
grössere Arbeit als q r kann kein Körper durch die blosse Wirkung 
d«r Schwere aufhebmen, selbst wenn er aus einer unendlich grossen 
Entfernung gegen die Erde fiele. 
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Bemerkung. Nehmen wir an, die Arbeit q r, welche ein Me- 
teorstein beim Herabfallen an die Erde abgiebt, verwandle sich in 
Wärme und es produciren je 424 Kilogramm-Meter Arbeit (mechani- 
sches Aequivalent der Wärme) eine Kalorie Wärme, so entwickein 

sich aus diesem Falle ^^ Kalorien. Es sei ^ = 1 Kil. und r = 

6375400 Meter, so ist die Wärmemenge, welche jedes Kilogramm des 
herabfallenden Meteors beim Aufschlagen producirt, gleich 

6375400 



424 



= 15036 Kalorien 



d. h. soviel Wärme, dass 193 Kil. Eis damit geschmolzen werden 
können. Würde die Masse des Meteors diese Wärme allein aufnehmen 
und seine specifische Wärme 0^2 betragen (durchschnittlicher Werth 
der spec. Wärme der Steinmassen), so würde die Temperatur derselben 

^^ = 75180 Ccntigrade. 

Setzt man voraus, die Erde sei durch Verdichtung vieler, kleiner, 
im Weltraum zerstreuter Massen entstanden, so lässt sich auf diesem 
Wege die hohe Temperatur, in welcher die Erdmasse sich nach dem 
Ballungsakte befunden haben muss, erklären. 

155. Arbeitsgrösse^ welche auf einen Körper verwendet werden niuss; 
um ihn aus der Ruhe in Bewegnng in versetien. Es wirke auf den 
Körper eine stetige, jedoch beliebig veränderliche Kraft beschleunigend 
ein. Nachdem der Körper den Weg x zurückgelegt hat, sei der Werth 
dieser Kraft = /?^ die Geschwindigkeit des Körpers = v und seine 
Beschleunigung = g\ Ferner sei das Gewicht des Körpers = P 
und die Beschleunigung der Schwere = g^ so besteht zwischen den 
Kräften und den entsprechenden Beschleunigungen folgende Proportion 

g:g = k:P; k = — g' 

» 

Nun lege der Körper den unendlich kleinen Weg d x zurück, so 

kann angenommen werden, die Kraft k bleibe während dieses Weges 

konstant; also ist die auf die Beschleunigung der Masse des Körpers 

verwendete Arbeit = k d of. Setzt man obigen Werth von k hier ein, 

so folgt 

p 
kdx=i: — g'dx, 
g 

Allein nach einer Diiferentialformel der Bewegung, §• 137, ist 
g* d X =^ V d V. Diess giebt 
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kdx=:: — vdv 



Beginnt die Bewegung von der Buhe aus, so erhält man die Ar- 
beit der Kraft k längs des Weges x^ indem man integrirt 



X V 

2 



/kdx= — /vflvz= — 



V fl V := 

g 

o o 



P V* 

Diese auf die Masse des Körpers verwendete Arbeit —z nennt 

^ s 

man auch wohl lebendige Kraft des Körpers. Da das Verhältniss 

^ konstant ist, indem sich P mit g proportional ändert, so wird es 

als Ausdruck für die Masse des Körpers angesehen. Bezeichnet man 
diese Masse mit m, so ist die lebendige Kraft eines Körpers = m v*^, 

156. Lebendige Kraft eines liomogenen Cylinders^ der sich Hm seine 
Axe dreht. Es sei r der Halbmesser, a die Länge, v die Umfangs- 
geschwindigkeit und m die Masse der Kubikeinheit des Gylinders. 
Man lege mit den Badien x und x -\- d x zwei zur Axe koncenlrische 
Cylinderflächen, so schliessen diese eine Schichte ein von der Dicke dx^ 
der Länge a und dem Umfange 2 x ir. Das Volumen dieser Schichte 
ist daher :=^2 'pr x a d x, und ihre Masse ^= 2 ir a ?n a: d x. Alle 
Theile dieser Schicht haben die gleiche Botationsgeschwindigk^it^ die 
wir mit v' bezeichnen wollen. Dadurch wird 



V* : V n: X : r : 



vx 



Nun erhält man aber die Arbeit, welche auf einen Körper verwen- 
det werden muss, um ihm eine gewisse Geschwindigkeit beizubringen, 
wenn man die Masse des Körpers mit dem Quadrat seiner Geschwin- 
digkeit multiplicirt (§. 155). Somit ist die auf obige Schicht verwen- 
dete Arbeit 



27ra m X dx • 






Das Integral dieses Ausdruckes zwischen djen Grenzen x = 
und X ^=^ r giebt die Arbeit, welche auf den ganzen Gylinder zu ver- 
wenden ist, gleich 



1 
•2 TT a m V* (* 

— ^ J 



2 „2 



x^dx=:j7ramr^v 

o 

AoTENHKiMER, Elemcntarbach. 10 



— 146 — 

Nun ist m T r*^ a die Masse des ganzen Gylinders. Um diesem 
Cylinder eine fortschreitende Bewegung mit der Geschwindigkeit v zu 
ertheiien, braucht es somit zwei Mal mehr Arbeit als zur Herrorbringung 
der Rotation. 

157. Arbeit^ welche auf die Drehung einer homogenen Kugel um 
einen ihrer Burchmesser als Brehaxe lu yerwenden ist. Es sei r der 

Halbmesser, v die Geschwindigkeit des Aequators und m die Masse 
der Kubikeinheit der Kugel. Man lege einen ebenen Schnitt durch 
die Kugel längs der Axe und nehme die Drehaxe zur Abscisseuaxe a», 
so wird die Gleichung dieses Schnittkreises sein «/* = r* — a?*. Mit 
den Radien y und y -\- d y beschreibe man zwei zur Axe koncentri- 
sehe Cylinderflächen im Innern der Kugel, so schliessen sie ein Körper- 
element ein von der Dicke d y und der Länge 2 x; sein Inhalt ist 
daher =27r2/rf«/-2a; und seine Masse ^=^ \'k my x dy. 

Die Geschwindigkeit dieser cylindrischen Schicht sei ti\ so ist 



r 



Multiplicirt man obige Masse mit v'^, so erhält man die auf jene 

Schicht verwendete Arbeit 

4 TT m V* 



j2 xy'dy 



Altein es ist y* = r* — a:* , also indem man difTerentiirt y dy 
= — X d X; daher x y^ d y = — (r^ — a?^) x^ d x. Mithin das 
vorstehende Arbeitselement 

4 7r m V* 



r« 



(r«x« — x*)dx 



und die Arbeit für unbestimmte Grenzen von x: 

Dieses Integral verschwindet für a? = r, weil der Halbmesser y 
der cylindrischen Schale für diesen Werlh zu Null wird. Folglich 
muss das vorstehende Integral von ^ = r bis o: = genommen wer- 
den, um die gesammte lebendige Kraft der Kugel zu erhalten. Dies» giebt 

■/^Tim v*r* 

Nun ist die Masse der ganzen Kugel = ^ r^ tc m und ihre leben- 
dige Kraft, wenn sie mit der Geschwindigkeit v fortschreitet = 4 r'-Trwiü*. 
Folglich ist die letztere Arbeit | Mal grosser als die der Rotation ent- 
sprechende. 
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Die Geschwindigkeit der fortschreitenden Bewegung der Erde ist 
circa 64 Mal grösser als die der Rotation unter dem Aequator. Wäre 
nun die Dichtigkeit der Erdmasse überall die gleiche, so würde der 
Fortschreitung | X 64^ = 10210 Mal mehr lebendige Kraft entspre- 
chen als der Rotation. 



X. Iffttmmunfl vm ^m^Mimxommim. 

158. Ausdruck für das Trägheitsiii«iiieiit. Es drehe sich ein Kör- 
per um eine feste Axe. Man bezeichne die Massen zweier Theile des 
Körpers mit m, m\ ihre Abslände von der Axc mit r, r' und ihre 
Geschwindigkeiten mit t), v\ Soll auf beide Massen die gleiche Arbeit 
verwendet werden, so muss sein, §. 155 

Da aber v : v' = r : r\ so giebt die vorstehende Gleichung auch 

m r* = nr r'* 

Diese beiden Massentheile, welche bei gemeinschaftlicher Rotation 
um dieselbe Axe gleichen Arbeitsaufwand erfordern^ üben auch den 
gleichen Einfluss auf die Rotation aus. Die Bedingung eines solchen 
gleichen Einflusses ist in der letzten Formel unabhängig von der Ge- 
schwindigkeit der Drehung ausgedrückt. 

Das Produkt m r* aus einer Masse in das Quadrat ihrer Entfer- 
nung von der Drehaxe wird das Trägheitsmoment dieser Masse 
genannt. Wenn somit zwei Massen gleiche Trägheitsmomente haben, 
so ist ihre Wirkung auf die Drehung gleich gross. 

Theilt man eine Masse in die Massenelemente m^ m\ m'\ . ., 
deren Entfernungen von der Drehaxe beziehungsweise ;% r\ r'\ . . 
sein mögen, so ist das Trägheitsmoment der gesammten Masse 

m r« + m' r'« + m" r"« + . . = -T m r* 

wo das Summenzeichen S in das Integralzeichen übergeht, wenn mi"^ 
das Differential des Trägheitsmomentes der Masse ist. 

Man kann sich die ganze Masse eines Körpers in einem Punkte 
koncentrirt denken, in einer solchen Entfernung s von der Drehaxe, 
dass das Trägheitsmoment der Masse dadurch unverändert b]ei!)t. Die- 
ser Pimkl in der Entfernung c^ von der Axe heisst Mittel punkt der 

Trägheit. 

10* 



IS9. TrägheitsponeM eiaer feradeii Linie, ßrsier Fall. Eine 
Geranie B D (Kig. 4S) AreXie sich um eine Axe A, welche die Gerade 
senkrecht schneide). Die Masse der Geraden per Längeneinheit sei 
Sig. 48. ^^ *"■ Zwischen den Ahsl3nüen x und x -|- ^^ auT der Ge- 

Iraden, von der Axe ans gemessen, liegt das Linienelement dx, 
dessen Masse = m il x isl; rolglich ist das Trägheitsmoment 
dieses Hassenelemenles ^ m x^ d X. 
Hat die Gerade, von der Axe an beginnend, eine l.3nge 
A D ^ a, so ist mithin ihr TrHgheitsmoment 

Der Millelpunkt der Trägheil der Masse m a der ganzen Linie 
habe den Absland s von der Axo, so ist das Tiagheilsmomeiit der 
Linie maz^. Folglich ergicht sich durch Gleichsetziing beider Momente 

Reicht die Gerade BD nicht bis zur Axe A. und setzt man 
A D ^= a und A B = a', so ist das Trägheitsmoment von B D 

Da das Trägheitsmoment der ganzen Linie auch =m(a — a')s*, 
so erhStt man durch Gleichsetzung beider Momente 
z' = + (*'+«»' + =■') 

Zweiter Fall. Die Gerade BB (Fig. 49) drehe sich um die 
Axe E, welche senkrecht auf der Geraden steht. Der Abstand ^ E 
der Geraden von der Axe sei = b, der Absland A C auf der Geraden 
z= X. Da das Massenelemejit der Geraden ^ m d x und sein Ab- 
stand C E von der Axe ;= Vb' + x' , so ist das Trägheitsmoment 
des Theilchens = m (b^ -\- x^) d x. Folglich das Trägheitsmoment 
der Geraden für eine unbeslimmle Lange 
»"■'"■ m/dMb- + .-) = ..(b..+f) + C 

Wenn A B ^ a\ AI> = a, so ist das TrHglieitsmo- 
ment von B D 

Das Trägheitsmoment von BB ist aber auch in(a — ö'^e'; 

folglich z' = U' + ^ (B« + » .- + »") 



M#. Trighettg«»MeKt eiies recktwiikcligea Panllelepipeilg, das 
siek UK eiae seiaer Raatea drekt. Die drei Kantuii <leB Kürpers seien 
o, j, c, die Masse der Kubikeinheit =^ m. Die Drehung erroij^i; iini 
die Längenkanle s. Man lege in der Gnmdfläche des Prismas, von 
dem Endpunkt A (Fig. 50) der Dreliaxe aus, zwei rechtwinkelige Axen 
Ax, Aij; ziehe in den Ahsländen x und x -\~ dx Parallelen mn, m'n' 
za Ay und in den Abslanden y und y -\- d y Paralle- 
len p q, p' q' zu A X, so achliessen diese vier Linien 
ein Fiachenelement =^dxdy ein, das als Grund- 
flüche eines Prismas angesehen werden kann mit der 
Höhe a. Das Volumen dieses Prismas ist a d x d y, 
seine Masse ^^m a d x d y, sein Abslnnd von der 
Dreliaxe = Vx'-j-y*, also sein Trüglieilsmoment 
^ m a d a; d y (x* -\- y^). 

Lässt man in diesem Ausdrucke vorerst y koustani und integrirl 
in Hinsicht x von x ^ bis x = b, so erhält man das TrSgbeils- 
moment der Kitrperschicht p p' q' q gteieli 

ni»(ly/dx(x» + j>>=mi.<ly(^-'^4 l>y = ) 

Lassl man in diesem Ausdrucke rechts die Crosse y von ;/ ^ 
bis y = c sich ändern, so beschreibt das Körperelement p p' q' q das 
ganze Volumen des Prismas. Integrirt man daher jenes DilTerential 
zwischen ^ :^ und y ^= c, so erhalt man das gesuchte Trägheits- 
moment des ganzen Körpers gleich 

ma/dy(-^-hby») = imabc(b«-i-c') 

Das Trägheitsmoment des Körpers ist aber auch ^ m a i c z^ ; 
folglich 

161. TrägkeltBmoiieat eines gersdea Kreiscylinders , der sich am 
seine geometriscke iit drekt. Es sei r der Halbmesser, a die Lunge 
und m die Masse der Kubikeinheit des Cylinders. Man lege zwei cy- 
lindriscbc Flachen, mit den Radien a; und x-\-dx, so scbliessen 
diese Flachen ein Volujnen ^2irxdxa und eine JA^sse = 2iramitdx 
ein. Folglich ist das Trägheitsmoment dieser Masse mit itücksicht 
aur die Drehaxe ::= 2 ir a m x' d a; und das Tragheilsmomeiit des 
ganzen Cyhnders 



— 150 — 

Das Trägheitsinomeot des Cyliiu1ei*s ist aber auch ^= micr^as^ ^ 
iolglich wird sein 

z = -l=r- = 0,707 r 
VT 

Für eineo hohlen Cylinder, dessen Radien r und r* sind, ist das 
Trägheilsnioment 

r' 
und 

162. Trägheitsmoment eines geraden Kreiskegels^ der sich um seine 
geometrische Axe dreht. Der Radius der Grundflüche sei r, die Hohe 
des Kegels h und die Masse der Kubikeinheit m. In den Abständen x 
und X -\- d X von der Kegelspitze lege man zwei Schnitte durch den 
Körper, normal zur Axe. Der Halbmesser des erstem Schnittes sei y^ 
so kann der zwischen beiden liegende Körper als Cylinder angesehen 
werden von der Grundfläche y^ w und der f^änge^o;; sein Trägheits- 
moment ist deshalb, zufolge der letzten Aufgabe, gleich 

J7i my* d X 
Nun gehen aber ähnliche Dreiecke die Relation 

y : r 1= X : h, y=z~x 
tiierdurch wird das vorstehende Difierential 

Folglich das Trägheitsmoment für den ganzen Kegel 

h 

o 

Für einen abgekürzten Kegel, dessen Grundflächen um h und h' 
von der Spitze abstehen, wird das Trägheitsmoment gleich 

n ^ h» — h» 



10 h* 

163. Trägheitsmomeit einer Kngei in Beiug auf einen Birdimesser 
ais Drehaxe. Die Mittelpunktsgleichung eines grössten Kreises der 
Kugel ist y* = r* — x^. Hierbei nehme man die Abscissen x auf 
der Drehaxe. In den Abständen x und x -\- dx vom Mittelpunkt lege 
man zwei Schnitte durch die Kugel, senkrecht zur Drehaxe, so schlies- 
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sen sie einen Cylinder ein , dessen Masse = m y^ ir i2 a; und dessen 
TrägheitsmomenU nach §. 161 gleich ist 

Nun ist aber 

y* = (r« — X«)« = r* - 2 r* x« + x* 
Folglich das Trägheitsmoment der ganzen Kugel 



4 TTDi j (r* — 2 r* X» + X*) d X := ^ TT m r< 



Da die Masse der ganzen Kugel = f fr r^ m, so erhalt man zur 
Bestimmung des Abstandes z des Mittelpunktes der Trägheit von der 
Axe die Gleichung 

Das Trägheitsmoment einer hohlen Kugel, deren Halbmesser r 
und r' sind, wird nach vorstehendem Ausdruck sein 

Nun ist die Masse dieser hohlen Kugel 

M=.|;rm(r'- r'») 

Hierdurch wird das Trägheitsmoment der hohlen Kugel gleich 

r» — r'» 



9 

y '" f 3 f«3 



M 



Nun sei r — r' = 6 eine sehr kleine Grösse, so erhalt man, 
wenn r* ^=^ r — h auf die dritte und fünfte Potenz erhoben werden 

r'» = r» — 3 r* b, r'» = r» — 5 r* b 

Hierdurch wird das Trägheitsmoment einer dünnen Kugelschale 

Wenn die Kugelschale zur Kugeloberfläche, und m als Masse der 
Flächeneinheit angenommen wird, so ist ü/ = 4 r^ ^ m; folglich das 
Trägheitsmoment der Kugelfläche 

f-TT m r* 

Bemerkung. Dieser letzte Ausdruck kann wie folgt direkt ge- 
funden werden. Das Bogenelement, welches dem Punkte Xy y des 
grOssten Schnittkreises entspricht, sei d s, so ist das Fiäclienelement» 
das von d s bei der Rotation beschrieben wird = 2 ^ «/ (/ ^^ seine 
Masse ;= 2nT y dum und sein Trägheitsmoment = 2 ir m y^ d s. 
Drückt man ds und y durch x aus und inlegrirt, so erhält man den 
vorstehenden Werth als Trägheitsmoment der Kugelfläche. 
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IM. AlIfeMeiHM ThMKM über die TrtgheitsBVHente. Kenot man 
das TrägheiEsmoment eines KOrpers in Bezug aut eine Axe, welche 
durch seinen Schwerpunkt geht, so kann man daraus wie Tulgl das 
Trägheitsmoment des Körpers Tür jede andere Axe finden , welche der 
erstem parallel ist. 

Es sei % (Pig. 51) die Axe durch den Schwerpunkt des 

Körpers und 0' s' die Axe, Tür welche das Trägheitsmoment zu 

suchen ist. In C befmde sicli das unendlich kleine Korperelement m. 

3jg. 51. Man lege durch C eine Ebene, senkrecht zu Os 

und nehme darin die Punkle 0, 0\ sowie die 

rechtwinkcligeD Axen x, y an. Die Coor- 

dinalen von 0' seien j4 ^= a, 0' j4 ^ ß, die 

von C dagegen OB ^^ x, CB ^^ y. Setzt man 

0' ~a, C=r und 0' C = r', so erhält 

man 

«' = "' + ('*. r* = x' + y' 

Löst man die Klammern in der letzten l^leicbung auf und benutzt 
die'ecsteren Gleichungen, so folgt 

f» = T» + a'-2«x-2^y 

Man mulliplicire mit dem Kurperelement m und integrire, so fin- 
det man 

Nun sind aber x m und tj m statische Momente des Theilchens m 
mit Rücksicht auf die Axe Oz, welche durch den Schwerpunkt geht, 
also J xm, jym, die Summe der statischen Momente aller Theile des 
Körpers. In Jeder dieser Summen lieben mithin die negativen und po- 
sitiven Momente sich auf; diese Summen müssen also r= sein und 
verschwinden mithin aus der Gleichung. 

Ferner ist J m ^ M die Hasse des Kürpers. Hiernach erhalt man 

/'•"=/'■■"+■•" 

Uic GrUsse Jr^m ist das Trägheitsmoment des Körpers für die 
Axe Os durch den Schwerpunkt. Also hat man zu diesem Moment 
noch zu addiren das Produkt aus der Masse M des KOrpers in das 
Quadrat des Abstandes a des Schwerpunktes von der neuen Rotatioos- 
axe. Bezeichnet man Jr^m mit k^M, so wird das gesuchte Träg- 
heitsmoment 

/r^m = M(«»+k*) 
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Beispiel. Das Tragheilsmoment eines Kreiscytinders mit Rücli- 
sicht aur seine geometriBche Axe ist , nenn R seinen Halbmesser, k 
seine Lange uiid n die Hasse dei' Kubikeinheit derselben bezeichnet, 
nach §. 161 

M k» = i 71 D li R* 

Nun drehe sich der Cylinder um eine seiner Mantellinien, so ist 
A/ = nÄ'' irA und a;=ff, also >fa* = Tr «Äff*; fulglich das gesuchte 
Trägheitsmoment 

J" r» m = i 71 n h R» + ^ n li R« = i ü n b R« 



XI- ^u^abett über die ^etbuttjg. 

US. Vto 4er Reibii);; In AllgeHciui. Wenn zwei Körper sich 
berühren und gegen einander gepiesst werden, so greifen die Erliübun- 
gen der einen berührenden Fläclie in die Verliefungen der andern ein. 
Soll der eine KOrper über den andern verschoben werden, so müssen 
diese Hervorragungen umgebogen oder abgerissen werden. Der Wider- 
stand, welchen diese Verschiebung tn der Richtung der Bewegung er- 
fordert, bejsst Reibung. Bs sei A'^ der Druck , welchen beide Kürper, 
senkrecht zur Berübrungsllachc, gegen einander ausüben und /der 
Reibungskoefücienl, d. h. die Reibung, welche der Normaldruck =^ i 
hervorbringt, so ist die Reibung ^ fN. 

IH, Retbiig eines korii*K(*IUegeB4e« cyllndrlschei Wellupfens. 

Der Halbmesser des Zapfens sei = r, die Lunge seiner cytindrischen 
AuRagflSche = L, der vertikale Druck des Zapfens auf das genau an- 
schliessende Lager für jede Einheit der horizon- ^. g, 
talen Projektion der Berührungsfläche := /i. Es 
sei At die Axe und f> der Winket (Fig. 52), 
welchen der vertikale Hallnnesser M B mit dem 
beliebigen Halbmesser M D bildet. Man lege in 
den Abstanden r cos *P und r cos {f -\- d<f) 
vom M aus abwflrls zwei horizontale Quer- 
schnitle, so ist der Unterschied ihrer Fläcbeu = 
2r L cos f d <f und der Druck a darauf in vertikaler Richtung 
= 2 r l> p cos f d 9- Man zerlege diesen Druck in zwei Seilen- 
krafie b und c, wovon A senkrecht zur Cylinderlläche und c horizon- 
tal wirbt. Die Kräfte c in jedem Horizon Iscbnill heben sich auf, wäb- 
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rend die KraH b bei der Drehung eioe Reibung = b f hervorbringt. 
NuD ist aber b ^ ^— ^ ; Totglich das Element der Rejbung gleich 
ZrLpfdv 
SchliegBt sich die Hälfte des cylindrischen Zapfens an die Unter- 
tage an, BD ist dieses DilTerential von ^ =: bis -x^ zu iotegriren. In 
diesem Falle erhalt man als gesuchte Reibung 

2rLpf /" d¥=^ Si-Lpf 

Nun isl 2r L p der Druch des Zapfens und 2 r L p ■ f die Rei- 
bung des Zapfens, wenn die Bewegung ISngs der Ase stallfindet. Folg- 
lich verhält sich die Reibung in drehender Richtung zu der in fort- 
schreitender wie w : 2. 

167. Reibung eines rerllkalstelieBdei eyltidrisciieH Wellmpreu. 

Es sei j4 B [Pig. 53) die kreisförmige, horizontal liegende Fläche des 
Zapfens, welche auf ihrer Unterlage, dem Zapfenlager, Reibung hervor- 
bringt. Der Radius des Zapfens sei = r, der Reibungskoefficient = f, 
der Druck des Zapfens auf das Lager per Flachen- 
einheit ^p. Man beschreibe mit den Radien x 
uai\x-\-dx vom Mittelpunkt der Reibfläche aus zwei 
Kreise, so scbliessen sie ein FlUchen et erneut ^ 
iirxda: ein. Der Druck auf dasselbe ist =^ 
2-K p X dx und die Reibung, welche dieser Drudi 
bei der Drehung veranlasst ^1 it p fx d x, also 
die Reibung auf der ganzen KreisQache 

2npf_/'xdK = T»7ip- t 

d. h. ebenso gross wie fUr die fortschreitende Bewegung bei gleichem 
Drucke. 

Multiplicirt man das Differential 2it p fx dx der Reibung mit 
dem Wege ^ic x, welchen diese Reibung bei einer Drehung beschreibt, 
so erhalt man als Element der Arbeil, die von der Reibung absorbirt 
wird, per Umdrehung ^= 4 ir *p fx* dx; somit als absorbirte Arbeit 
auf der ganzen Kreisfläche 

. 4™'pf/x'dx = |-2rn.pf'-.f 



«id die Arbeit der Reibung auf einer koncenlriscbeo Ringfläclie, deren 
Radien r und r' eiud, per tlmdreliung 

ISS. BeibiQg elaci Tcrlikalsteheidei kHisckei Vellupfens. Es 
sei r (Pijj. 54) der Halbmesser, i die Kütite und f der Druck des 
Zapfens auf das Lager ftlr jede Einheit der borizunlalen Projektion des 
Zapfens. Man lege mit den Radien x und Sio. 54. 

x-\-dx zwei liorizonlale Schnitte durch den 
Zapfen, so ist der Untei-schied dieser Schnitte 
ein« nngRlrm ige Flache ^ litxdcc und der Druck 
darauf in vertikaler Richtung a^litp xdx. 
Man zerlege diesen Druck in zwei Seitenkräfle b 
und c, wovon b normal zur Kegelflache und ( 
horizontal wirkl. Die horizontalen Seitenkrafie in 
jedem horizontalen Schnitt heben sich auf, wah- 
rend die Nonnalkräfte bei der Drehung Reibung hervorbringen, 
der Aehiilicbkeit zweier Dreiecke erhalt man die Proportion 

b:a-i:T 
folglich 



Die Reibung auf dem Fischenelemenl des Lagers ist ^ ^ /^ wenn 
f der ReibuDgsboefficieut; folglich die Reibung auf der ganzen Kegel- 

nache 



^^/-=f— ' 



Hithin verhalt sieb bei gleichem Druck r' w p die Reibung in 
drehender Richtung zur Reibung in fortschreitender wie < : r. Je 
kleiner somit der Winkel, den die Kante des Kegels mit der Axe bil- 
det, um so grosser ist die Reibung. Die Ursache liegt in der kcil- 
nirmigen Wirkung des Zapfens im Lager. 

Die Arbeit, welche das Element b f der Reibung bei einer Drehung 
absorbirt, ist = A /*• 2 ir ^; folglich die Arbeit, welche durch die 
Reibung des ganzen Zapfens absorbirt wird bei einer Rotation 

^^^/-=<"— ' 

Geht s in r Uber, so erhält man die Resullale der vorigen Aufgabe. 
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IC9. Relbuig elufH kNgelfSmlgei Itfttm. Der Hillel|)unkt ilcr 
Kugel sei B (Fig. 55), der Radius derselben = r, der Winkel B^D, 
den der vertikale Halbmesser B A mil irgend einem andern Halbmes- 
aig. 55, ser BD bildet ^ y, der Druck des Zapfens 

aur das Lager, in der Itichtung der Axe AB, 
per Einheit der horizontalen Projektion des 
Zapfens = /> und der Tteibungäkoerficienl ^ /l 
Man lasse den Bogen A D ^ r f Übergehen 
in >' {^ -\- d<f), so wächst dieser Bogen um 
das Element rdff, das bei einer vollen Drehung 
eine konische Fläche = 2 r nc %\n tp . r d^ 
beschreibl. Die horizontale Projekiion dieser FI3rbe ist = 2 r^ w ■ 
sinycosyrfy, der Druck darauf a ^ 2r'T/» sin y cos ^'rf 9'. 
Man zerlege diesen Druck in zwei Seilenkrafle b und e, wovon b nor- 
mal zur KugulDadie und c horizontal wirkt. Die horizontalen Seiten- 
krüfle, in einem und demselben Horizontalscitnilt liegend, heben sich 

auf, nährend der Druck b die Reibung bf liervorbringl. Da b = , 

so ist diese Reibung auf dem Flüclienelenient = 2 r^ tt ^ /'sin tf dff 
und diu Reibung auf einem ganzen KugHscgment 

2 r' ™ p f I »tn V rf '/ ■= 2 r' ™ p f 1 1 - €01 7) 
Geht der Zapfen in eine Halbkugel über, so betrügt seine Reibung 



■'ß' 



Folglich verbült sich hei gleichem Druck r^ ie p die Reibung der 
drehenden Rewegung zur Reibung r^ nt p f Akv forlscbreitenden wie 
2: 1. 

Hultiplicirt man die Reibung b f, welche das Flüchenelement des 
Zapfens verursacht, mit dem Wege 2rTsiny, so erhMÜ man die Ar- 
beit, welche diese Reibung bei einer Drehung' absorbirt gleich 
i 71* r' pfiia 'fiAiii 
Da 

/ sin '•;• d •;. = i {-/• — sin 7 cos 7) + C 

so erhüll man die Arbeit, welche die Reibung eines Zapfens von der 
Form einer Halbkugel bei einer Rotation verursacht, gleich 



-'/- 



7d*= - 



Mithin verhall sich dieec Arbeil zu dor eines cylinttrischen Za- 
pfens, hei gleichen Werthen von r iinil p, wie -~- : 1, 

K*. RcibUDg tiies sespanntea Seiles, das an elnea festen Cyliider 
gewickelt Ist. Es sei A B (Fig. 56) iMe Axe des gebogenen Seiles, 
liegend in einer Ebene, welche normal znr Axe des Cylinders stehl. 
Ain einen Ende des Seiles hünge die Lasl Q, am andern wirke die 
Krafl P, welche die Last am Hertinlerrallen veihindert. Das Seil druckt 
an jeder Berührungsslelle an den CyÜnder und bringt somit eine Summe 
von Reibungen hervor. Die Kraft P, unterstützt dui'cb diese Reibun- 
gen, steht mit der Last Q im Gleichgewicht. 

Es sei r der llalbmessei' des Cylinders sammt der tialhen Dicke 
des Seiles, f der Winkel, welchen der Radius AM von der Berflh- 
rungsstelle A aus mit irgend einem andern Radius a M bildet und f 
der ReibLingskoefGcient. Man lasse den Bogen y^^ 5g 

Aa^^rf Übergehen in A ö ^ r{y> -\-d V) 
und in A c ^ r (f -{-2 d (f), so dass die 
Uogenelemenle ab =- b c =^ r d ff werden. 
Würde nun das Seil keine tteibung hervor- 
bringen, so würe die Spannung des SeilstUckes 
ah, die wir mit p bezeichnen wollen, gleich 
der Spannung des Seilstückes b c. Altein ^ 
mäge dieser Reibung nimmt die Spannung p, 
beim Uebergang vom Element ab in bc, 
um dp, so dass sie in Ä c noch p — dp ist. 
Beide Spannungen p und/) — dp schliessen den Winkel d ff ein, 
bringen also eine Mittelkraft hervor. Da ;i — dp mit p verwechselt 
werden kann, so ist diese Miltelkralt die Diagonale eines Parallelo- 
gramms, mit zwei Seiten = p, und einem von ihnen eingeschlossenen 
Winkel = d<p. Die Diagonale oder Mittelkraft ist daher = 2)o sin (^\. 
Da aber d*f unendlich klein ist, so kann der Sim^s mit dem Bogen 
verwechselt werden. Die Hillelkrall wird daher ^= pdff und die von 
ihr hervorgebracble Reibung =. fp dff sein. Diess ist die Grdsse, 
um weiche die Spannung p längs eines Bogenlheiles r d<f abnimmt. 
Folglicl^wtrd sein 

il p =; — f |i d T' 

Hierin haben dp und df das entgegengesetzte Zeichen, weil p 
abnimmt, wenn ff wächst. Durch Division von p kommt 
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P 
Die linke Seile muss inlegrirt werden von Q bis P, die rechte 
von 9)^0 bis if = a, wenn ;'a den umschlungenen Bogen j4 B 
bezeichnet. Diess giebt 

log P — log Q = — f o; log -^ = f« 

Geht man von den Logarithmen zu den Zahlen Ober, so Tolgt 



Diese Formel zeigt, dass die KraTt P heim Zunehmen des Win- 
kels a ausseroi'denilich rasch abnimmt. 
Wenn /"= i. so ist 

rat ^ Umwlckelnng Q= 1,69 P 
,.4 „ a= 2,8SP 

„ 1 .. 0= 8,12P 

„2 ., Q= 65.94 P 

„ 4 „ a = 4348,56 P 

171. Die IcgarithMlscbe Sftnie «U Biicbiigsliile eiaes SandhiifeBs. 
Es Bei ^ E (Fig. hl) die kugelfärmigu OheiflSche dei' Erde, M ihr 
Hittelpunbl, und ABE ein vertikaler Schnitt durch einen SandkJtrper, 
welcher auf der Oberflache der Erde liegt. Dieser Sandkurper be- 
Btebt aus gleichartigen Theilen, welche durch gleiche KräHe der Adhä- 
sion zusammenhangen , so wird die BOschungslinie B A des SandkM- 
3ifl S7. P^**^ unter der Einwirkung der Schwere sich so 

gestalten, dass die Tangente ^ C an dieselbe 
konstant isl, wo auch der Herührungspunkt B 
in derselben angenommen wird. Man ziehe die 
Horizontale D B n und bezeichne mit a den 
Winkel D B C, so wird nach einem einfachen 
Satze aus der Lehre von der schiefen Ebene 
tang a := dem Koelficienten /"der Reibung sein, 
welche ein weiteres Hei'unlergleilon der Sand- 
theile Ober die geneigte Oberfläche verhindert. 
Ferner sei AM=r der Halbmesser der Erde, 5JW=p«ler Ab- 
sland des Punktes B vom Millelpunkl der Erde und A M B :^ *p. 
Man lasse ?> zunehmen wxad^, dadurch rücke B M nach m M, so 
wird in dem unendlich kleinen Dreiecke B m tt sein: 
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Aus der letzten Gleichung folgt, indem man /*= tqng a setKt 



jLf.- 



fd-, 



Das Integral dieser Gleichung ist 

\og g:=i- <fr-\- KonM. 
Für y = wird p := r. Diese Weithe geben 

log r^KoDit. 
Durch Subtraktion beider Gleichungen liommt als gesuchte Relation 

l«g(^)=f f 
Geht man noch von den Logarithmen zu den Zahlen ubor, so isl 

e = re f 
Für Flüasigbeiten isl f=0, al&o ^f'=l, rolglich p = r, d. b. 
die Oberfläche von Flüssigkeiten ist kugelfbrmig. 

112. Arbeit IUI liMufileheu eines Körpcn iImf elae geaeigte 
nicke Bit Rieksieht »mt die Reibung. Der Kürper bewege sich längs 
des in einer vertikalen Ebene beßndlichen , stetig gekrümmten Weges 
j^ B (Fig. 58). In dieser Ebene ziehe man die Axe ^ x horizontal, 
die Axe ^ y vertikal. Es seien: 

X, y die Coordinaten des Punktes B, in welchem der Druck des 

Körpers gegen die Kurve koncenlnrt gedacht werden kann, 
et der Winkel, welchen die Tangente an die Kurve durch diesen 

Punkt mit j4 X bildet, 
P das konstante Gewicht des Körpers, im Schwerpunkt derselben 

wirksam und 
f der Reibungskoerficient. 

Das Gewicht des Körpers wirk! vertikal abwSrts. Man zerlege 
dasselbe in die Seitenkralle P sin o und Pcosa, so wird P sin a 
parallel zur Tangente wirken und den Körper 3ig. 5S. 

über die schiefe Flache hinabzu treiben streben, 
während P cos a normal zur Kurve wirkt und 
eine Reibung = P /'cos a hervorbringt. Die 
Kraft K, welche in der Richtung der Tangente 
wirken muss, um die Bewegung aiifwjfrls zu 
veranlassen, wird also sein 
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Die Bewegung erfolge längs eines ßogenelemenles d s, so ändert 
sich a, also auch die Zugkraft k nur um unendlich wenig, d. h. es kann 
die Kraft k längs des Wegtheiles ds als konstant angenommen werden. 
Somit ist das Arbeitselement (Produkt aus Kraft und Weg) 

k d 8 = P (sin a + f cos a) d s 

Nun ist aber 

d V d X 

siii « = — r-, cos a := —. — 
d s ds 

Folglich 

kds=:P(dy + fdx) 

In dem Ausdrucke rechts sind P und /' konstant und ^ eine Funk> 
tion von w. Wird integrirt zwischen x =^ und x = x, so erhält 
man als Arbeit zur ForlschafTung des Körpers längs des Weges ^ B 

j'kd» = Py + Pfx 

Diese Arbeit besteht somit au^ zwei Theilen: aus der Arbeit Py, 
welche den Körper längs der Vertikalprojektion y und aus der Arbeit 
P fxy welche den Körper längs der Horizontalprojektion x des Weges 
^ B fortzuschaffen vermag. 



XII. J^iifsabjn itb«r d« (^eftijgkeil der JRalmalwtt. 

1T3. Von der Festigkeit der Körper im Allgemeinen. Die Form- 
änderung (Verlängerung, Verkürzung, etc.)' eines festen Körpers durch 
eine äussere Kraft ist bis zu einer gewissen Grenze, welche man die 
Grenze der Elasticität nennt, dieser Kraft proportional. Inner- 
halb dieser Grenze stellt der Körper seine Form wieder her, wenn die 
äussere Kraft zu wirken aufhört. Ueberschreitet die Formänderung 
diese Grenze, so ändern sich die Verschiebungen der Theile anders, 
als die sie bewirkenden Kräfte. Ueberschreiten diese Kräfte ein ge- 
wisses Mass, so erfolgt die Trennung der Theile, der Bruch. Der 
Widerstand des Körpers gegen die Einwirkung äusserer Kräfte heisst 
seine Festigkeit. 

Die absolute Festigkeit ist der Widersland gegen das Verstrecken, 
die rückwirkende gegen das Zerdrücken , die relative gegen die Bie- 
gung und die Torsionsfestigkeit gegen die Verdrehung oder Verwindung. 

174. Empirisches Cleseti der Ausdehnung und Yerküriung. Ein pris- 
matischer Stab von der Länge L und dem Querschnitt q werde am 
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einen Ende festgehalten und nni andern Ende durch eine Kraft P 
ausgedehnt oder verkürzt, so dass die Zunahme oder Abnahme an 
Länge = X werde. 

Innerhalb der Grenze der Eiasticiijit ist die Kraft P direkt pro- 
portional dem Querschnitt jr> der Längenänderung x und verkehrt pro- 
portional der Länge L des Stabes. Bezeichnet e einen von der Na« 
tur des Materials abhängigen KoefQcientcn, so ist 

(1) P = e^^ 



Setzt man hierin y = 1 , /, =il l und a? = 1 , so wird P -= e. 
Der Faktor e ist also eine Kraft und heisst Modul der Elasticitäl. 

Pur Stäbe von gleichem Material, welche bis zur bruchgrenze in 
Anspruch genommen werden , wii^ das Verhältniss x : L immer den- 
selben Werth haben, wenn auch die Proportionalität zwischen Kraft 
und Längenänderung bis zu dieser Grenze aufliürt. Deshalb ist die 

Grösse -|-- der obigen Formel für die ßruchgrenze konstant. Be- 
zeichnet man dieselbe mit m^ so ist 

(2) P rz: ni q 

d. h. die absolute und rückwirkende Festigkeit (wenn bei der letztern 
eine Biegung des Stabes verhindert wird) ist dem Querschnitt des 
Stabes proportional und von der Länge unabhängig. Man nennt den 
Faktor m den Modul der Festigkeit. Es ist der grösste Wider- 
stand, welchen ein Stab vom Querschnitte y == 1 gegen Ausdehnung 
oder Zusammendrückung zu leisten vermag. 

175. Arbeit; welche die Langenaideniiig elies prisnatlsckeii Stabes 
bewirkt. Geht der Stab, wie er im letzten §. vorausgesetzt wurde, 
aus der Längenänderung x in die Längenändorung x ^ d x über, 
so wird die Kraft P zu 

La 

Da dieser Werth sich jedoch nur um unendlich wenig von P un- 
terscheidet, so kann die Kraft P während der Längenänderung dx 
konstant = P angenommen werden. Multiplicirt man diese Kraft mit 
dem Weg dw^ welchen ihr Angriffspunkt zurücklegt, so erhält man 
das Arbeitselement 

PHx=:e4^dx 
Aonicinenim, Efementarboeh. \ \ 



Somit ist die Arbeit für uneDdlicIi viele aureinander folgende Weg- 
elemente 

Wird die Grenze der Elaslicitiit bei der Langeaanderung a er- 
reicht, 80 erhalt man als Arbeil zur Bewifkung dieser Langcnänitening 



Es bezeichne p die Kraft, welche der Langenflndening a ent- 
spricht, so wird sein 



Fahrt man diesen Werth von m in die vorige Formel, so erhalt 
man als Arbeit 






Nun ist — die Kraft, welche einen Stab vom Querschnitt ^= 1 
ausdehnt oder verkürzt und q L das Volumen des Stabes. Die Arbeit 
ist somit dem Quadrat jener Kraft und dem Volumen des Stabes 
proportional. 

Vit. Anedekiung eines vertikKl Kufgekängtea prisiutlscken Stabes 
duch sein eigenes Sewitht. Der Slah A B (Fig- 59) sei am ohern 
Ende befestigt, so wird er sich durch sein eigenes Gewicht verlängern. 
Es sei q der Querschnitt des Stabes, L seine Lange in horizon- 
taler Lage, p das Gewicht des Stabes per Längeneinheit und x = Am 
ein Theil der Lange des Siabes in unausgedehntem Zustande. Hau 
lege in den Abstünden x^Am und x-\-dx =^ An horizontale 
3Fig. 59. Querschnitte durch den Stab. Da das unterhalb von m lie- 
gende SlUck m B eine Lange := L — x vor der Ausdeh- 
nung hat und demselben ein Gewicht (L — xjp zu- 
kommt, so wird also der Theil mn durch dieses unter ihm 
behndlicbe Gewicht ausgedehnt und zwar proportional der 
Kraft (L — x) p und der primitiven Lange dw, sowie 
verkehrt proportional dem Querschnitt ^ und dem Module 
der Elasticitat (§. 174). Diese Ausdehnung wird also sein 



Die Ausdehnung für alle Elemenle zwischen ilen Punlden A \\w\ 
B Ut «leehalb 



Die gesanumte Lange des Slabes wird mithin unter der Wirkung 
des Gewichtes sein 

'■^^^ 

Wtirde noch eine Last P am untern Ende angehängt, »o witre 
die Zunahme an Lunge vermöge dieser Last nach §. 174, Fiirmel (1) 



und die gesammte Lange des Stabes somit 



'■('^~ 



Va p L das Gewicht des Stabes bezeichnet, so wird die durch 
das eigene Gewichl bewirkte Ausdehnung halb so gross, als wetiu die- 
ses Gewicht am untern Ende aurgehangt witre. 

171. Vcrtikil aifgehäigter asd belasteter HSr|ier t«i gleicher ab- 
saliter resllgkelt. Ein Stab A D (Fig. 6U) sei am obern Ende A 
aurgehangt und am untern Ende/) durch ein Gewicht P belastet. Man 
soll bestimmen, in welcher Weise der Querschnitt des KUrpers von 
oben nach unten abzunehmen hat, damit die Gefahr des Bruches in 
jedem Querschnitt des Ktirpers dieselbe sei. 

Es bezeichne: L die LSnge des Stabes, p das Gewicht der Kubik- 
einheit des homogenen StolTes. m den Modul der absoluten Fesligkeil, 
x = D B einen variabeln Theil der Lange des Slabes, und y, i/„ die 
Quefschnilte des Körpers in B und If. 

Die Laugenrasern, welche durch den Querschnitt y yi^ qq 
gehen, haben dem Gewichte P, sswie dem Gewichte des 
Kürperlheiles D B zu fviderslehen. Man lasse x um 
B C =^ d X Eunehmen, so ist das Volumen zwischen den 
Querschnitten in B und C = y d x und das Gewicht der- 
selben = p y d x; somit das Gewichl des KOrperlheilcs 
DB^^pfydx. Da nun die absolute Festigkeil der 
Fasern im Querschnitt y ^ my ist, so muss sein 
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DifTcrcntiirt [n«in diese Gleichung auf beiden Seiten, indem man 
herücksiclitigt, dass m, P, p konstant sind, so ergiebt sich m d y =: 
p y d X oder indem man mit y und m dividirt 

— ^ = -*— n X 
y "1 

Das Integral dieser Gleichung ist 

log y = ~- X -f Kon»t. 

Setzt man hierin a? = 0, so wird y = yo und die letzte Glei- 
chung geht über in log ^^ = Kons!. Mithin wird sein 

loff-^- = -^-x 
* yo «n 

Geht man in dieser Gleichung von den Logarithmen zu den Zah- 
len über, so erhält man als gesuchte Relation 

(i) y = yoe" 

Da der unterste Querschnitt ^q gerade so stark sein muss, dass 
die absolute Festigkeit m y^ in diesem Querschnitt gleich dem Ge- 
wichte P wird, so hat man P = m yQ, Hierdurch wird die letzte 

Formel 

P_? 

p jiu 
(2) y__e 

Jede der Gleichungen (1) und (2) bestimmt die Form des Stabes. 

Anmerkung. Das Volumenelement ydx des Stabes wird mit 
Hülfe von Formel (2) 

P '- 

y d x := e dz 

m 



Um integriren zu können, sfetze man-^^ = u, so ist dx = —du 



ydx =■ — e dn 
Mithin das Volumen des Körpers für unbestimmte Grenzen 

Ersetzt man hierin u wieder durch x und nimmt das Integral 
zwischen den Grenzen x = und a: = L, so erhält man als Volumen 
des ganzen Stabes 



178. RriatlTe fegtl|keU eiies reklng«l&ren Stebes. Dieser Stah 
sei in horizontaler Lage an einem Bnde eiogespannt, am andern be- 
lastet, so wird sich der Slab liiegen. Dadurch dehnen sich diu Fasern 
auf der ohern (konvexen) Seite aus, auf der untern (konkaven) ziehen 
sie sich zusammen. Wenn der Widersland des Materials gegen die 
Ausdehnung und die Zusammenpresaung gleich gross ist, was wir hier 
voraussetzen wnllen , so bleilit die roilllere Paserschicht A C B D 
(Fig. 61) des Stabes ohne Langenanderung. Deshalb wird diese Schicht 
die neutrale Schicht genannt. 

Es seien C M und D N zwei Querschnitte durch den KUrper, 
welche im unbelasteten Zustand des Stabes normal sind zu den I.Sn- 
genkanlen. Wahrend der Biegung gehen diese Scbnille auf der ober» 
Seite auseinander und nahern sich auf der unlern , bleiben jedoch 
senkrecht zur Neutra tschi cht, wer- 'S.if,. 61. 

den sich also in einer Stelle F 
schneiden. Zieht man den Schnill 
DN' parallel zu CM, so kann an- 
genommen werden, es habe sich 
dieser Querschnitt beim Eintreten 
der Biegung um den Punkt D in 
die Lage DN gedreht. Somit hal 
sich die Paser mn' ausgedehnt um 
n'n, die Faser JtfiV' um N' N, etc. 
Nun sei: 

b, k, L Breite. Hübe und Länge des Stabes, 

e der Modul der Elasticitat des Materials, 

l^^C D der sehr kleine Abstand der Querschnitte C M, D N 
auf der Neulralschichl, 

Q =: D F der Halbmesser des als Kreisbogen betrachteten Stückes 
C D, also der Krümmungshalbmesser dieser Stelle, 

X =: D n der veränderliche Abstand einer Faser m n von der 
Ncutralschicht, 

o := NN' die grOsste Ausdehnung einer Faser von der primiti- 
ven Lange M N' = l. 

Aus der Aehnlicbkeit der Dreiecke Dnn' und D N N' etgicbt 
sich die Ausdehnung n n' der Paser m»' durch die Proportion 
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n n : a = X : — 

Die Kraft, welche einer unendlich dünnen Faserschicht vom Quer- 
Kchnilt b dxy im Abstände x von der Neutralschichl , diese Ausdeh- 
nung nn* beibringt, ist proportional dieser Ausdehnung, dem Quer- 
schnitt b d X und dem Modul der Elasticität^ dagegen verkehrt pro- 
portional der primitiven Länge mn' ^=^1 der Fasern. Diese Kraft ist somit 

2 e — i-;— d X 
h I 

und das statische Moment dieser Kraft für eine Drehaxe durch D 

(I) 2e— j^|— dx 

Die Summe der statischen Momente aller ausdehnenden Kräfte 
oberhalb der Neutralschicht und aller zusammendrückenden unterhalb 
der Neutralschicht ist daher 

h 

ab/*«. e » b h* 

2 e 



./.;ax = | 



hl J \ 6 I 

n 

r 

Wenn z den horizontalen Abstand der Drehaxe D von der Rich- 
tung der Kraft P bezeichnet, so ist das Moment P z gleich dem vor- 
stehenden Moment der Molekularkräfle. Folglich ist 

(2) V^=^ "^'''^ 



I 

Allein die Aehnlichkeit der Dreiecke F D C und D NJV giebt 
Vermittelst dieser Relation wird Formel (2) 

rA\ ^ e bh» 

Für eine gegebene Last P ist also der Krümmungslialbmesser q 
der Neutralschicht dem Abstände js verkehrt proportional. Wenn j5=0, 
wird p = QO, d. h. der Stab erleidet am Aufhängepunkt keine Krüm- 
mung. Wenn z = L, wird q am kleinsten. Folglich ist die Biegung 
am befestigten Ende am stärksten. 

Die Grösse "tt ^ ^' i" Formel (4) hängt nur vom Querschnitt 

des Stabes und von dessen materiellen Beschaffenheit ab und wird 
das Moment der Elasticität des Stabes genannt. 
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Setzt man in Formel (2) die Grfisse e y gleich dem Modul m der 
Fesligkeil, §. 174, so erhall man 

(5) pB = -^bli» 

Man nennl diese Grosse -r- i A* das Fesligkeitsmonient des 
Slabes. Die Formel (5) zeigt, dass P abnimmt, wie s zunimmi. Für 
3 ^= L erhalt man das TragungsvermOgen P" des Stabes gleich 

Dieses Tragungsvermögen ist also proportional der Breite, dem 
Quadrat der Hühe und verkehrt proportional der iJInge des Slabes. 

Der Bruch des Slabes 4ritl da ein, wo ^ am kleinsten ist, also 
an der he restigten Stelle. 

Hat der Querschnitt des Stabe» die Form Fig. 62, so muss das 
DifTerentia) (!) von -r- bis ^ integrirt werden, um die Summ« der 
statischen Momente der ausdehnenden KrSfle zu er- ^ijg qj 
halten. Somit ist die Summe der statischen Momente 
sowohl der ausdehnenden als der zusammendrückenden 
Krane nir diesen Querschnitt 



1. 1 J 



li> - h • 



oder vermöge der Relation (3) 

Selzt man hierin wie oben m = -^, so erhall man als Summe 
der statischen Momente der Holekularkrifte 
(8) P8 = ^^(h>-|,") 

Dieses Moment heisst Festigkeitsmoment, wahrend die Grltsse 
in (7) ElasEicitatsmoment genannt wird. 
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m. ReUtive Festigkeit elies c;llidri§ehei Status. Die Voraus- 
setzungen und Bezeichnungen seien wie in der leUlea AuTgabe, nur dass 
der rechtwinkelige QtierschniU mil einem kreis[Urm)){en vom Halbmesser B 
vertauscill wird. Die neulrale Scliiclil ACBB (Fig. 61), geht durcli 
die Mide sanimllicher Querschnille und schneide! dies« horizonlal. 
Man neiinl diesen hoiizonlalen Schnill HI (Fig. 63) gewöhnlich Neu- 
tralaxe des Quei'scimitles. 

Man beschreibe vom Miltetpunkl M aus mil den Halbmessern r 
und r-\-dr zwei Kreise, so »chliessen sie einen ringlVrmigen Quer- 
schnill von der Breite dr ein. Sodann lege mau 
zwei Itadien MS und MS' unler den Winkeln 
S M I—if »aA S' M I=ff + df, so schnei- 
den dies« Radien ein KInchenelement aus dem 
unendlich schmalen Itinge aus von der l>ünge 
rd<f, also lom inhatl rdtf-dr, da dieses 
Element als Rechleck angeselien werden liann. 
Dieses FlScbenelement hat den Abstand p g ^ 
r sin 9> von der Neutraiaxe. Die Ausdehnung, welche die Pasern von 
der Länge l an der Stelle dieses Plflcbenelemenles bei der Biegung ei^ 
hallen, sei nn', Fig. ßl, so wird sein 

Dn:a = rBinY :R 
Folglich die Krjli, welche ilen Fasern vom Quei-sclinilte r</<p ■ dr 
eine Ausdehnung n n' giebl, gleich 



Der Hebelsarui dieser Krall, bei einer Drehung um die Neulral- 
nxe, isl ^ r sin <p, also das slalische Moment der Kraft 

"-ST '""■'"'■""' 
Man belrachte hierin r zun<ichsl als konstant und inlegrire von 
9^ z= bis 9> ^ 2 ^, so erh-llt man die Summe der statischen Mo- 
mente der Krsrte, welche die. Fasern ites unendlich schmalen Ringes 
ausdehnen und zusammendrucken. Nun isl 

^\h,'.H '/■ = '' 
Folglich das statische Moment für jenen Ring gleich 
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integrirt mau diese Formel von /■ r= jR^ bis r = iR^ so erhält 
man die Summe der statischen Momente der Kräfte, welche die Fasern 
innerhalb eines Ringes von der Breite R — R, ausdehnen und zu- 
sammendrücken, gleich 

('^ f -ST ^«^^ - '^•*' 

Setzt man -j— — , Fig. 61^ so erhalt man, da dieses Moment (1) 
auch = P 9 ist 

(2) Pz = ~- (R4-.R,4) 

TT 6 

Die Grösse -r- (R* — R,^) hängt nur vom Querschnitt des Sta- 
bes und von seiner materiellen Beschaffenheit ab und wird Moment 
der Elasticftüt des Stabes genannt. 

Für ^ = wird p = CX), also ist der Stab am freien Ende nicht 
gebogen. Je grösser z^ um so kleiner wird g. Folglich tritt die 
grösste Biegung an der befestigten Stelle ein. Für diese ist mithin 

ne R*-R.* 



r = 



^^9. 



6 A 

Setzt man im Ausdruck (1) die Grösse --p- = dem Modul m der 

Festigkeit gegen Ausdehnung und Zusammenpressung und vertauscht 

P mit dem Tragvermögen Q, so wird sein , da ^ /# das äussere sta- 
tische Moment ist 

^ , n R* — R* 



4 R 

Wenn R' = 0, so erhalt man für den massiven Cylinder 

„ 7re R* ^ Tim R* 



4 S5p ' 4L 

Mithin ist das Tragvermögen Q eines Cylinders der dritten Po- 
tenz des Durchmessers direkt und der Lange verkehrt proportional. 

189. Torsion eines cylindrischen Stabes. Es werde ein senkrech- 
ter Kreiscylindcr von der LTtnge L und dem Halbmesser R am einen 
Ende festgehalten und am andern durch ein statisches Moment My 
dessen Kraft in einer zur Axe normalen Ebene wirkt, verdrehf. 

Man denke sich durch den Cylinder Schnitte gelegt, in gleichen 
sehr kleinen Abständen, normal zur Axe, so wird der Cylinder in 
scbeibenftirmige Theile zerlegt. Bei der Drehung des Cylinders macht 
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jedes Scheibchen eine Rotation um die Axe des Gylindere, in der 
Weise, dass sich je ein Scheibchen über das nächst folgende iina 
gleichnel verschiebt. 

Nun sei ^ der Winkel, um welchen das äusserste Scheibchen der 
Welle gedreht wird, ausgedrückt im Bogenmass. Man lege mit den 
Radien x und x -{'dx^ von der Axe aus, zwei Gyl inderflächen, so 
schliessen sie eine Faserschicht ein vom Querschnitte 2ir xdx. Der 
Widei*stand, welchen dieser hohle, unendlich dQnne Gylinder der Tor- 
sion entgegengesetzt, ist proportional seinem Querschnitt und der 
Drehung 9 Xy welche er am äussersten Ende erleidet, sowie verkehrt 
proportional der Länge des Cylinders. 

Bezeichnet daher T einen von der Natur des Materials abhängigen 
Koefßcienten, so ist dieser Widerstand 

_, 27rx d X 

T ^ »x 

. Diese Kraft wirkt senkrecht zum Halbmesser Xy ihr statisches Mo- 
ment in Bezug auf die Gylinderaxe ist daher 

^ 271 xdx 

T (^x X 

Folglich die Summe dA statischen Momente alier cylindrischen 
Schichten, welche der Gylinder enthält 

R 

o 

Hieraus folgt als gesuchte Grösse der Torsion 

2ML 



(2) q. = 



31 TR* 



Diese Formel findet bei der Goulomb'schen Drehwaage, bei den 
Wellen zur Uebertragung von Kraft, etc. ihre Anwendung. 

Findet die Drehung bis zur Bruchgrenze statt, so ist das Verhältniss 
R (f : L für Gylinder aus gleichem Material konstant. Setzt man daher 

R.f// 

T —r-= m, so erhält man als grösstes statisches Moment, welches 
der Gylinder bei der Verdrehung aushält . 

(3) M = ~ m R3 

Dieses Moment nennt man das Festigkeitsmoment und m 
den Modul der Torsionsfestigkeit. 



Fitr einen hohlen Cylindei' erhalt man, indem das Integral (I) 
r bis R genonimen wird 



181. TtnUn eiies a^ekintei Kr^»kegeh. Der Kreiskegel sei an 
der gi-Asscrn Grundfläche B D (Fig. 64) fet^tgehalleii und werde am 
»Odern Endü A C durch ein slBlischt^ Moment M, welches in der 
Ebene der kleinern Giundfladie wirkt, gedreht. Es seien : 
Bf r die Halbmesser der grOssern und kleinern Grundflache, 
L ^ j4 B die AxenUuge des Kegels, 
X ^ ji a ein veränderliches Stück auf der Kegelaxe 
y ^ ab der Halbmesser eines zur .4xe normaleD Schnittes durch 

den Punkt o, 
a, <p die Tors ions winket des Kegels für die Litngen x und L. 
Der Winkel & ist eine Funktion von x, so Ji«. 64. 

dass a um da zunimmt, wenn x um dx wachst. 
Wenn also a a' = d x und man legt durch a' 
einen Schnitt, senkrecht zur Axe, so ist da der 
TorsioDsninkel Tür einen Cylinder von d£r Hohe 
d X, liegend zwischen den Quei'schnitten durch 
a und o'. Wird die Formel (2) der vorigen 
Aufgabe auf diesen Cylin4er angewendet, so er- 
halt man 

SM dx 

Zieht man Cpq parallel zur Ase, so geben die ahnlichen Drei- 
ecke C p b und C q D die Proportion 

y-r:R-r=x:l- 
woraus Tolgt 



Setzt man diesen Werth von d x \a den von da, so kommt 



Um hieraus den Torsionswinkel Ttir die ganze Lange des Kegels 
zu erbalten, hat man wie folgt zu inlegriren 
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r 



'f = 



2M L / 1 I 



StiT 



R— rVr' R»/ 



oder 

, M L R« + R r + r» 

Wird liierin r=^Ry so geht diese Formel über in die für den 
Gylinder, wie es sein soll. 



XIIL S^ul^aba ttb^r ät %mt\im% nach dm (Sefeti^e dir 

<Bramtati0m 

182. Geseti der Aniiehvng. Zufolge des Newton'sclien Gesetzes 
der Gravitation ist die Kraft, mit welcher zwei materielle Theilchen 
sich anziehen , direkt proportional den Massen dieser Theilchen und 
verkehrt proportional dem Quadrat ihres Ahstandes. 

Sind m, m* die Massen der Theile , r ihr Abstand und c eine 
Konstante, so ist die Anziehung beider Massen gleich 

in m' 



c 



r« 



Setzt man in dem vorstehenden Ausdrucke ^ = m'=l und r=l, 
so wird die Konstante c diejenige Kraft bezeichnen, welche zwei Massen- 
einheiten in der Entfernung = 1 auf einander ausüben. 

183. Aniiehung eines Punktes und einer geraden Linie^ deren Rieli- 
tung durch den Punlit gellt. Es seien m die Masse des anziehenden 
Punktes A (Fig. 65), m* die Masse der l.^lngeneinheit der Geraden, 
a und b die Entfernungen der Endpunkte B und D der Geraden vom 
3t!a 65 anziehenden Punkt und x der Abstand eines beliebigen Punktes 
der Geraden vom A, Lasst man x in x-\- dx übergehen, so 
entsteht auf der Geraden ein Theilchen von der Länge dx und 
der Masse m* d x. Die Anziehung dieses Theilchens und der 

Masse m ist daher 

m m' d X 
c i 

Folglich die Anziehung der ganzen Linie und der Masse m 
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.b 



cmm 



•/x »dx=cinm'(— --^^ 



Reicht die Gerade bis zum Punkte A y so ist a = 0, also die 
Anziehung = QO. Wird dagegen b ±= oo angenommen, so erhält man 
als Anziehung eines Punktes und einer unendlich langen Linie 



mm' m- m'a 

c = c- 



a a* 



Diese Anziehung ist also ebenso gross, wie die einer Linie von 
der Länge a im Abstände a von der Masse m. 

184. Aniiehmig einer Geraden nnd eines Pnnlites^ der ansserlialb 
der Riehtang der Ck^raden liegt. Es seien m die Masse des anziehen- 
den Punktes A (Fig. 66), m' die Masse der Längeneinheit der Gera- 
den CD, a = A B die Länge des Lothes vom anziehenden Punkt 
nach der Geraden und x=^Be ein beliebiges Stück der Geraden, von 
B aus gezählt. Es gehe x in a;-|-^^ über, so ^{^^ 55 

entsteht auf der Geraden ein Theilchon von der 
l^änge dx und der Masse w! dx. Der Abstand dieses 
Theilchens von der Masse m ist Ae=^ Va* + x* ; 
folglich die Anziehung der Massen m* dx und m 

gleich 

,.- m m' d X 

(I) c 




a» + x« 

Theilt man die Gerade in unendlich viele solcher Massentheile 
m* dx und bestimmt ihre Anziehungen auf die Masse m, so erhalten 
diese Kräfte verschiedene Richtungen, weil sie alle nach A hin kon- 



vergiren. 



Man zerlege deshalb diese Anziehungen in zwei Seitenanziehungen, 
wovon die einen normal sind zur Geraden, die andern aber mit der 
Richtung der Geraden zusammenfallen. Alsdann können die Kräfte 
nach derselben Richtung addirl werden. 

1. Die Seitenkraft von (1) in der Richtung der Geraden CD ist 

mm'dx ,_ , xdx 

c — s— : — s- cos A e B = c m m' 



a« + x« (a«-fx«)S 

Um dieses DiflFerential zu integriren , setze man a* -}- x* = ä^, 
also X d X =^ 2 d z, so erhält man statt des letzten Differentials 

dz 



cmm' 



z« 



Hiervon ist das Integral für unbestimmte Grenzen 
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cmm'Jz t\%=^ — cmm' \- C 

Um die Anziehung des Stückes Be auf die Masse m zu eHialten, 
muss das vorstehende Integral von x = bis x = x^ also auch von 
Ä = fl bis s = YtL^ + X* genommen werden. Diess giebt 

c m m' / z d SS -- c m m* ( .. ) 

J V « Vu'^ + xV 

a 

Setzt man hierin x = oo, so erhält man als Anziehung 

mm' m • m'a 

c =:c 



H R» 



also dasselbe, was in der letzten Formel der vorigen Aufgabe. 

Wenn der Theil D B der Geraden gleich ist B e, so entspricht 
beiden Theilen eine gleiche Anziehung, jedoch mit entgegengesetzten 
Zeichen. Diese Anziehungen heben sich somit auf. Wenn aber 
D B = X* <^ X, so entsteht eine Kraft in der Richtung von C nach 
D gleich der Differenz 



cmm 



11. Die Seitenkraft von (1) normal zur Geraden CD ist 



m m' d X . ^ _ , d X 

sin A e B = c a m m' 



Ä*-|-x« (a«-fx«)5 

Behufs der Integration setze man a^ -\- x^ = x^ z^, wo z eine 
neue Variable bezeichnet, so ist 

« a« a , o a'z« . azdz 
^ ~- -i r 5 a^ + x^ r= ~ ; d x = v 

folglich 

d X .dz 

c a m m r = — cmm 



(a' + x'^)* aa 

Das Integral hiervon ist 

d X m m ' 

(a« + x^~^~äz 



c a m m' / , =r c ^^^ — |- Koiist. 



Da aber z = -'-^i so erhält man als Anziehung der Masse 

m und des Stückes B e der Geraden 



X 

d X mm' 

camm' l r=^c 



J(«2_L_^a»5 a l/o«_i_^a 



(a^ + x^)^ a yä» + 



Wenn das Stück B D der Geraden :=^ x' gesetzt wird , so ei'halt 
man als Anziehung der Hasse m und der Geraden D e eine Summe 
gleich 



Werden x und x' unendlich gross, so bann man die Grossen 
V •» -t- x' mit X und Va' + x,» mit x, verwechseln und man eihflll 
als Anziehung der Hasse m und einer nach beiden Seiten ins Unend- 
liche verlängerten Geraden 



Bemerkung. In ^ befinde sich der Pol eines Magneten und 
es werde die Gerade ßC von einem galvanis<;hen Strome durchstrichen, 
so drückt die letzte Formel auch die Anziehung zwischen diesem 
Magneten und dem galvanischen Strome aus. Dabei bezeichnet m die 
Treie Fl*sigkeil im magnetischen Pole und m' die Stromintensiiai. 

ISS. Anilehug der Spitie ind Cnndliche eines geradea Kreis- 
kegels. Es sei ^ £ = a (Fig. 67) die Axe und B C = R der Halb- 
messer der Grundfläche des Kegels; Terner sei m die Hasse des an- 
ziehenden Punktes in der Kegelspitze und m' die Masse der Piachen- 
einheit der Grirndflüche. Man ziehe den Radius B D so, dass der 
Winkel C B O ^ a eine unendlich kleine Grosse wird; beschreibe 
sodann mit den Radien Bx = x und x -{- dx von B aus zwei Kreise, 
so liegt zwischen diesen Kreisen und jenen beiden Radien eine un- 
endlich kleine Fläche, die als Rechteck betrachtet jjg gj 
werden kann. Der Inhalt dieses Flüchenelemen- 
tes ist =^ a X d X, dessen Masse =m' a x d x 
und dessen Abstand j^x von der Kegelspitze 
^= Vb» + x'; die Anziehung dieses Massenelemen- 
tes und der Spitze ist daher 

, axAx 

Han zerlege diese Kraft in zwei Seitenkrafte, wovon die eine lüngs 
des Halbmessers a; B und die andere parallel zur Axe wirkt. Die 
erstere Seitenkran wird durch eine zur Axe j4B symmetrisch gelegene 
Seitenkrart aurgebobcn. Die letztere SeitenkraR ist 

omm« ^,^^, .iBAxB--=c«mni "^^^ _^-^,,. 
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Dehnt man hierin den Bogen a zu 2 ^ aus, so erhält man die 
Anziehung zwischen der Masse m und der jener Ringfläche, deren Be- 
dien X und X ']^ dx sind, gleicii 

(I) 27racmin' r 

Das Integral dieses Ausdruckes von x = bis a: = R giebt die 
gesuchte Anziehung der Spitze und Grundfläche des Kegels. Um die 
Integration zu vereinfachen , setze man a* -}- ic* = ä* , so wird 
xdx = sdz; folglich das vorstehende Differential (l) 

27racinm'z""'dz 

und da 



277 a cm m 



'/•z~'dz = — 27iac h Konst. 



SO erhält man als gesuchte Anziehung , wenn s durch x ersetzt wird 

R 

(2) * Qnnc.mm' I ^ ^ ^^In c.mm* ( \^ ^ ) 

o ' ' 

Dieser Ausdruck gilt für jeden Werth von a, der von der Null 
verschieden ist. 

186. Aniielmiig einer in der Spitie eines Kegels befindUehen lasse 
und der lasse dieses htimtigenen Kegels. Es sei h die Hohe und g 
die Kante des Kegels; ferner m die in der Spitze des Kegels befind- 
liche Masse und m^ die Masse der Kubikeinheit des Kegels. In den 
Abständen x und x -\- dx von der Spitze lege man zwei Querschnitte 
durch den Kegel, senkrecht auf die Axe, so schliessen sie eine cylin- 
drische Scheibe von der Dicke dx und einem Halbmesser ein, den 
wir mit y bezeichnen wollen. 

Die Anziehung der Masse m und dieser Scheibe kann ausgedrtlckt 
werden durch Formel (2) der vorigen Aufgabe, wenn daselbst m' mit 
m* d Xy a mit x und R mit y vertauscht wird. Man erhält 

27rcinm'dx(l — - ) 

Allein das Verhältniss x : "V"x*+y* ist gleich dem Verhältniss 
h : s y deshalb wird der vorstehende Ausdruck 



2 TT c m m' d X 



O-t) 



Mithin die Anziehung der Masse m auf den ganzen Kegel 

h 
Inchm'U ~\ Tdx = 2»rcminMi/l-^— ^ 



187. AulehKDg einer hMMgcwa Mbkagel n4 eiur ■■ litlri- 
pNNkt der Kigel belndllch» Huse. Diese iin Mittelpunbt liegende Masse 
sei ^ m, die Hasse der Kubikeiaheil der Kugel =■ m' und der llalli- 
messer der Kugel ^= r. Hau lege in den Abständen x und x -\- dx 
von der begrenxenden HaibkreisOaGhe zwei Schnitte durch die Kugel, 
so schliessen sie eine cylindrisclie Scheibe ein von der Dicke dx; ihr 
Halbmesser sei y. Die Anziehung der Hasse m und dieser Scheibe 
wird daher nach Formel (2), %. 185, sein, indem man m' mit m' d x 
vertauscht 

-— ('-y=) 

Allein es ist a;* + j/' = r*; folglich die vorstehende Anziehung 

%ncmm-dTt(\ ^J 

Mithin die gesuchte Anziehung der Hasse m und der Halbkugel 

Die Hasse der Halbkugel ist = J «' r* m'. Denken wir uns diese 
Hasse in eioeRi solchen Abstände s vom Mittelpunkt koncenlrirt, dass 
die Anziehung zwischen ihr und m dieselbe bleibt, wie wenn die 
Masse gleichförmig im Volumen der Halbkugel vertheilt wäre, so wird sein 



woraus folgt 

a = rV|'= 0,816 r 

Dieser Punkt im Abstnnde x vom Mittelpunkt der Kugel wird der 
Mittelpunkt der Anziehung der Masse genannt. 

ISS. Antiehiig eiur kaMegenea Hagel aid eiies Panktes aaf der 
tkeriicke der Kagel. Die Hasse des anziehenden Punktes A (Pig. 68) 
auf der Kugel sei = m, die der Kubikeinheit der Kugel =: m' und 
der Halbmesser der Kugel ^ r. Man nehme j4 zum ^Fiq. ß8. 

Anfangspunkt zweier rechtwinkeliger Axen j4x, 
wovon die erslere durch den Mittelpunkt der I 
geht und die letzlere die Oberfläche derselber 
rührt, so ist die tileichung des grösstcn Schnitiki 
der Kuget, der diese Axen enthalt, y^ =^r x — 
Man lege in den Abstanden x und x -\- dx 
Schnitte durch den ROrpcr, senkrecht auf j4x, 
cylindrischc Scheibe von der Dicke dx und ein 



Die 4ii);fiit)un^ (tcr Haste nt und dieter Schnbc ist nnch Formd (2), 
S. 185 

Allein es ist a^^-\-i/* = 'irx; folglich das vorstehende DiETerenüal 

Mithin die Anziehung der Masse m und der anliegenden Halbkugel 

BeKeiclinct z den Abstand des Punktes A vom Miltelpunkt der 
Anziehung dieser Halbkugel, so wird sein 



Die Anziehung des Punktes ^ auT die ganze Kugel isl 



-•""■■/(-4)-=^" 



Der Absland des Punktes ^ vom Mittelpunkt der Anziehung der 
Kugel sei = s, so muss sein 



d. )i. iede homogene Kuge) zieht einen Punkt auf ihrer Obe'rflSche so 
an, wie wenn die Masse der Kugel in ihrer Mitte vereinigt wäre. 

ISS. AuiiehHDg iwischen einer kaBvgnei Kigel ud elieM Fittkte 

aisserkatl» der Hugcl. Die Masse des anziehenden Punktes ^ (Fig. 69) 
Biisserlialb der Kugel sei ^m, die Masse der Kubikeinheit der Ku- 
' der Abstand von ^ bis zum Mittelpunkt B der Ku- 
gel = b, der Halbmesser der Kugel ^ r. In einem 
Igrüsslen Scbnittkreise, geltend durch ^, nehme 
man zwei rechtwinkelige Coordinalenaiten B^ und 
By an. Rie Coordinalen eines Punktes C in die- 
sem grOssten Kreise seien B D =^ x, ü C ^=^y; 
also wird sein j/* ;= r' — x^. Man lege in den 
Abstanden x und x ~{- dx von B aus zwei Schnitte 
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durch die Kugel, s^nki-eclit auT die Abscissena:te, so Rcfaliessen »k 
eine cylindrische Sclieihe ein von der Dicke dx und dem HMlime»- 
ser y. Der Abstand derselben von ^ ans ist j4 D ^ b — x. Folg- 
lich ist die Anziehung zwischen dieser Scheibe und der Masse m, 
nach Formel (2), §. 185 

Allein es ist 

(b-s)» + y«=b* + r'-2bs 

Hithin das vorstehende DirTerential 

V Vb» + r'-2bK-' 
Behurs der Integration aetze man A* + r' — 2 A a; ^= «, so isi 



Folglich das obige Diflerenttal 

b V 2b 2b ) " 

Das unbeslimmle Integral dieser Formel ist 

b V b 3b /^ 

oder indem man den Werth von u einTuhrt 

Um die Anziehung zwischen der ganzen Kugel und dem Punkte 
^ zu erhalten, muss dieses Integral zwischen den Grenzen it ^~r 
bis X ^ r genommen werden. Der Werth dieses Integrals ist 
fQr die obere Grenze 

fllr die untere Grenze 

Zieht man den letztern Werth vom erstem at 
nach einer einfachen Reduktion die gesuchte Anzieht 
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Nun ist aber | tt m' r' = ü/ die Masse der Kugel ; folglich ihre 
Anziehung auf die Masse m ausserhalb derselben gleich 

mM 



c 



.2 



Die Kugel zieht also den Punkt A gerade So an, wie wenn ihre 
Masse in ihrem Mittelpunkt vereinigt wäre. 



XIV. %y^^txi itb^r in %\Mi^m\tki\ und dir im^jgunjg des 

Gaffers. 

190. Druck des Wassers gegen die Wände der Cefässe. Der Druck 
des Wassers, soweit derselbe nur von der Schwere der Wasserlheile 
herrührt, wächst proportional mit der Tiefe unter der Oberfläche. 
Dieser Drucke in senkrechter Richtung auf ein unendlich kleines Flä- 
chentheilchen der Wand ausgeübt, ist gleich dem Gewicht einer pris- 
matischen Wassersäule 9 welche dieses Plächenlheilchen zur Grund- 
fläche und seine Tiefe unter dem Niveau zur Höhe hat. 

Es sei d F das Flächentheilchen, h seine Tiefe unter dem Niveau 
und f das Gewicht der Kubikeinheit Wasser, so ist das Volumen jener 
Wassersäule ^=^h d Fy also der Normaldruck auf das Flächentheilchen 
= phdF. 

191. Itiriitintaler Uniek des Vassers auf eine rechtwinkelige ^ ver- 
tikale Qefässwand. Der benetzte Theil der Wand sei AB CD (Fig. 70), 
die Breitenkante AB = b liege horizontal, die Fiächenkante AD = k 
vertikal. Man lege in den Tiefen ;runda;'f'^^ unter dem Wasser- 
spiegel zwei horizontale £benen durch die Wand, so schliessen sie 
ein rechtwinkeliges Flächenelement = b d x ein. Auf alle Stellen 
dieses Elementes ist der Wasserdruck derselbe. Bezeichnet p wie 
oben das Gewicht der Kubikeinheit Wasser, so ist der Druck auf 

3F!g. 70. b d w = p b X dx; folglich der Druck auf die ganze 

Wandfläche 

h 

(1) pbjxdx = ipbh« 



Der Druck pbdx auf das Flächenelement b d a? strebe eine 
Drehung an um die Kante A B als Drehaxe , so wirkt dieser Druck 
am Hebelsarm x^ sein statisches Moment ist daher = p b a?*^ d a?; 




Tolglich die Summe der statischen Momente aller Kräfte, welche auf 
die Wand wirken, in Bezug auf die angenommene Drehaite 

(2) pb/;,»dK = ipbll* 

Denkt man sich den Gesammtdruck (1) in einer Tiefe s unler der 
Drehaxe A B %o wirksam, dass sein statisches Moment gleich ist der 
Summe (2), so erhält man 

^ p b h' - »^ J-pbli' 
woraus folgt 

« = |l» 

Der Angrifispunkt der Resultante aller parallelen Kräfte, welclie 
auf die Wand wirken, liegt in einer Tiefe =:}A unter der Oberfläche 
des Wassers. Hau nennt diesen Angriffspunkt den Mittelpunkt 
des Druckes auf die Wand. 

Der Druck auf eine untergetauchte, rechtwinkelige Wand, deren 
obere Kante um h' und deren untere um h unter dem Wasserspiegel 
liegt, ist vermöge des Differentials p b x dx.- 

pb /■iidx=^Jpl»{li*-h"'l 

und die Summe der statischen Momente der Kräfte, welche normal 
auf die Wand wirken, in Bezug auf eine in der Oberflache des Wassers 
liegende Drehaxe 

pb/x*dx = ipl>(l.'-l.") 

Folglich liegt der Mittelpunkt des Druckes auf diese Wand in 
einer Tiefe unter dem Wasserspiegel 

„1 li' — h" _. !!' + '■'■• + h" 
" ~ '^ h* — h-» "" ' h + h' 

192. lariiaitaler Irnck des Wassers «af elie rertiluile, 4reikM< 
tige «efSsswud. Es sei ABC (Fig. 71) der benetzte Tbeil der 
Wand, die horizontale Basis A B ^ h, die Dreieckslitlhe =: A. Man 
lege in den Tiefen x und x -\- d x unter AB zwei ho- äfig. 71. 
rizontale Linien durch die Wand. Die erste derselben 
sei y, 80 ist 

y:b = li-x:l>, y^;-'' ,h„x) 



Folglich das PlScIieneleinent zwischen jenen zwei HoriionUlm 

ydx = -J-(t.-x)dx 

Bezeichnet p das Gewichl der Kubikeinheit des Wassers, so ist 
der Di-uck auf dieses Ftachenelenient 

pxydx = p-j^(hx — x')(!x 
Polglich der Druck auf die ganze Wand 

f (hx — x*)dx = ipbh» 



i/o 



und die Summe der slatisclien Homente aller Krüfte, welche normal 
auf die Dreiecksflache wirken, in Bezug auf j4 B als Drehaxe 



4^ 



(2) p-^J(hx'-xM'lx = T^pbh' 

Liegt der Mittelpunkt des Druckes in einer Tiefe x unter der 
Oherflache, so muss das Moment von (1) gleich dein Momente (2) 
sein. Diess sieht 

« = il. 

193. Inick 4es Wusen iif die finadfläche eiaes cjliadrlscken 

(iefässes, 4e8sen Aie hcriMitel liegt. Das Geftss sei ganz mit Wasser 

gefüllt, durch den Mittelpunkt (Pig. 72) der Kreisflache ziehe man 

den Halbmesser ^ ^ R vertikal aufwärts , so ist ^ ihr höchster 

Punkt. Man ziehe die halbe Sehne m n horizontal , setze Bogen 

A m =^ R *f, so ist die ganze Sehne längs mn=^i Rsia 9>. Nimmt 

Sifl. 78. y umrfy ^w. so wächst der Abstand j^n = Ä (1 — cosV) 

um sein Differential , d. h. um Rs'm y d ip. Dadurch 

entsteht ein horizontal liegendes Flachenelement von der 

Lange 2 m n ^ 2 ß sin 9> und der Breite Rs\ng> d^; 

es ist daher dieses Flachenelement 

li !■' — 2 R' »in » V d * 
Wenn^ das Gewicht der Kubikeinheit Wasser bezeichnet, so ist 

(1) Druck auf dF^2p R^ lin *7'(1 — coir)'!^ 
Multiplicirt man diesen Druck mit An als Hebelsarm, so erhält 

man das Moment dieses Druckes für eine horizontale Drehaxe durch A. 
Also ist, wenn (1 — cos <f)* entwickelt wird 

(2) Moment voa (l);=2 p R* («in 'tfi — 2 «in 'y cos y ~|- tln *^c<M*v)dV' 



Die Dilfereotiale von (1) uod {2) mllssen inl«Krii-t werde» fitn 
9 == bis 9) ^ TT, um Druck iind Homent für die gauze KreUDUtcli« 
zu erUalleD. Niiu ist nach den Formeln (9), (6) und (13), §. 72 

/ «io'yd'f — -— , / CO« *'(' lin f il '(■ ^ U 

/ liD '•!> cos "'f ^'1= j (■'" ' — ■'" '*' •* ''' = y T ~ "8 

Folglich 

DrutJi auf di« GrundHädic . . . ^ p 
Stniisdies Moment auf dieselbe ^: i 

Der Httlelpunkt des Druckes auf die gaoie 
bar in einer Tiefe unter dem hAchsLeo Punkt j4 



pR' 



iR 



194. AllgeaelieB Tketre« äher dei irack des Wassers ixf «Im 

flensswMd. Es sei F der benetzt« Inhalt einer ebenen Genisswand. 
In den Tieren x und x-\- dx vom Niveau tiebe man in der Wund- 
BBobe zwei horizontale Linien. Diese beiden Horizontalen schliessea 
ein Fliehe nelemenl := d F ein. Folglich liegt der Scbwei^unkl der 
Wand, nach §. 118, in einer TiüTe unter der Oberllache des Wassers 



Es sei p das Gewicht der Kubikeinheit Wasser. Man mulliplicire 
diese Formel mit p F, so folgt 

pF»=p/-xdF 

Nun ist pdF der Druck des Wassers auf die Fläche d F \a 
der Tiefe 1 , also p x d F der Druck auf diese Flache in der Tiefe x 
und somit pfxdF der Druck des Wassers auf die ganze Wand. 
Ferner ist F s' das Volumen einer prismalischen Wassersäule von der 
Grundfläche F und der Hohe s' ; also p F s' das Gewicht dieses 
Wasserkflrpers. 

Hieraus folgt, dass der Normaldrucii des Wassei's auf eine belie- 
bige ebene Geßsswand gleich ist dem Gewicht einer prismalischen 
Wassersaule, welche die Wand zur Grundfläche und den Abstand des 
Schwerpunktes der Wand vom Niveau zur HOhe hat. Dreht sich also 



die Wand im Wasser um ihren Schwerpunkt, so bleiht der Normal- 
Hruck des Wassers auf dieselbe gleich. 

19S. Tiefe der KUtaicking el>cs keBeieiei CjliHders Im Wtsser. 
Die Axe des Kreiscylinders liege horizontal. Es sei j4 (Fig. 73) der 
Millelpunkt und A B ^=^ R der verükal abwarls gehende Halbmegser 
der GrundOache. Der Cylinder (aucbe bis zur Horizonlalen C E ein. 
Es sei ferner L die Liinge des Cylinders, f sein specilisches Gewicht, das 
kleiner als 1 vorausgesetzt wird, Ba = Bogen BC und HV ^ dem 
3iH. 73, variabeln Bogen B n. Gehl 9> io y -\- d gi Über, 

ISO rücke der Punkt n nach n'. Man lege durch 
diese Punkte horizontale Ebenen durch den Cj- 
linder, so liegt zwischen ihnen ein Ktfrpereleoieot 
?on der Breite 2Dn = 2BBm9, der Lunge L 
und einer Dicke, welche das DifTerenlial des Ab- 
slandes £/^ = S(1 — cos 9)), also =Biintpdl> 
ist. Sein Volumen ist daher = 2 R* L sin »y d f. 

Wird dieser Ausdruck innerhalb der Grenzen 9) ^ und f ^ a 
integnrt, so erhalt man das Volumen des eingetauchten Theiles vom 
Cflinder, also auch das Volumen des vei'drSngten Wassers. Das ge- 
nannte bestimmte Integral, mit dem gpecifischen Gewicht 1 des Wassers 
mulliplicirt, giebt das Gewicht des verdrängten Wassers. Setzt man 
dieses Gewicht gleich dem Gewicht des Cylinders, so erhall man 

y a» u L = 2 R» L y iin •* 4 » 

oder nach AuBführung der Integralion 

Hieraus kann die Tiefe der Tauchung durch Bestimmung des 
Winkels a ermittelt werden. 

Wird der Cjlinder durch ein Gewicht P so belastet, dass die 
Axe desselben horizontal verbleibt, so sinkt der Cylinder tiefer. Geht 
hierbei der Winkel a in a' über, so hat man 



y R» n L + P = 2 R' L j" «n »V d V 
P = 2R* L f Hü Vv 



Mithin durch Ausführung der Inlcgralion 

P = R» L [(«• - o) - i («B 2 «' - do 2 a)] 
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HC. 4iBt«B8 4m Wuien ua eiaer lehw^ !■ B«dM «!■«■ 4e- 
fisses bei kMStutet BrackUh«. Der Bodea des Gensees sei bori- 
zonlal, der Querschnitt der Oeffnung =a, die Tiefe der OelfouDg 
unter dem Wasserspiegel oder die Drucbhuhe = k, die Ausflussge- 
schwifldigheil = v und die in der Zeiteinheit abfliessende Wasser- 
raenge = M. 

Indem irgend ein Wassertheilchen vom Gewichte p vom Niveau 
des Wassers bis zur OefTnung gelangt, also in vertikaler Richtung den 
Weg A zurücklegt, nimmt es eine Arbeit =:^;;A auf. Allein unter der OefT- 
nung hat es eine Geschwindigkeit ^v, also nach §.1&5 eine lebendige Kralt 
= -y=- • wenn g die Beschleunigung beim freien Fall bezeichnet. 
Diese Arbeiten mDssen gleich sein, woraus folgt 
h = -|^, . = V2ili 

Die Geschwindigkeit v des Theilchens ist also ebenso gross, wie 
wenn es die Druckhohe k frei durchfallen hatte. 

Abgesehen von der Kontraktion oder Zusammenziehung des Wasser- 
strahles beim Durchgang durch die OefTnung ist 

Diesen Werth von M nennt man auch wohl tbeorelisehe 
Wassermenge. 

IS7. iail^M des Wassers duck eine recktwiakellge tehai^ !■ 
der Wand eines Ocftsses. Die Breite der OefTnung, horizonut gedacht, 
sei = b, die konstante Tiefe der oberen und untern Kante der OefT- 
nung unter dem Niveau = h und H (Fig. 74) und die variable Tiefe 
irgend eines Punlttes der OefTnung unter dem Niveau = x. In den 
Tiefen x und x -\- d x ziehe man zwei horizontale Linien längs der 
OelTnung , so schliessen sie ein FlaGhenelcment ^ b d x ein. FUr 
alle Punkte dieser unendlich kleinen Oeflhung bdx ^ijg 74. 

ist die Druckhühe =: x, also die Ausflussgeschwin- 
dig1(eit = Yzgx. Mithin die Wassermenge, welche 
diese OelTnung per Sekunde liefert 
dM = Udx'VT7x 
und die Wassermenge, welche durch die ganze OefTnung tritt 

H 

M - b V2I /"xJ d X = j b Vä^ (H V^ - h V¥) 



Ist « dre miltlero GeBchwiadigfaeit des Was9«r8 anter der OelT- 
nung, so beträgt die Wassermenge per Sekunde = b(H — h) v. 
Durch Gleichselzung dieser Werthe erhalt man 



Wenn A = 0. so reicht die OefTnung his an den Wasserspiegel 
und es wird 

IM. AibIiss de« Wassers darch eine trapesfSrMige leAiaBg li der 
Wand eines fießsses. Die beiden Parallelen der Oetlnung, borizoatal 
vorausgesetzl, seien b, B (Fig. 75) , ihre vertikalen Abstände vom INi- 
veau A, H, die Tiefe irgend eines Punktes der OelTnung unter dem 
Niveau x und die Breite der Oeffnung in der Tiefe x = y, so ist 
SiB. 75. b-B:y-B = H-h:H-x 



Lasst man x um d x wachsen, so bildet 

sich in derOeünung ein Flachenelement ^ydx. 

Die Geschwindiglteil , mit welcher das Wasser 

durch diese unendlich kleine Oeffnung fliesst, ist = Vsgx; folglich 

die durch diese OelTmmg tretende Wassermenge per Sekunde 

Nimmt man dieses Differential zwischen den Grenzen x = A bis 
X := H, so erhalt man als Ausflussmeoge durch die ganze Oeffnung 

Wenn b = B gesetzt wird , so geht dieser Ausdruck in den der 
vorigen Aufgabe tlber. Setzt man A = 0, so reicht die Oeffnung bis 
an die Obarfliche und es ist alsdann 

M, = J b H ySgH"- |(b - B) H VägH 

Der erste Theil rechts ist die Wassermenge, welche durch das 
Rechteck von der Breite b und Hohe H, der zweite Theil die Wasser- 
menge, welche durch das Dreieck mit der unten liegenden Basis b — B 
und der Hübe H abfliesst. 

Wenn B ^ Q oder b ^0, so wird die Oeffnung ein Dreieck, 
das sich unter dem Wasserspiegel befindet. 



Wenn 6 = und zugleich h ^^ Q, so vemandelt sich die OefT- 
auDg in ein Dreieck, dessen Spitze bis an den Wasserspiegel reicht. 
In diesem Falte wird 

Wenn aber B ^ und zugleich k=^ 0, so verwandelt sich die 
OeRnung in ein Dreieck, dessen Basis im Wasserspiegel liegt und 
eB wird 

M, = ^ b H y2gH 

Sind die Dreiecksllächeo in den beiden letzten Fallen gleich gross, 
so verhalten sich die Wassermengen J/, : J(/, = 'i : 2. 

199. AibIibs des Wassers dnrcb eine krebfftrMtse lefiHif ii der 
Waid elies Geßsses. Der Halbmesser B D (Fig. 76) der Oeffnung 
sei ^ r, die Tiefe j4 B ihres Hittelpunktes B unter dem Wasserspie- 
gel ^ h, der Winkel j4 B D ^= <f , so ist die horizontale Sehne 
/j £ := 2 r sin 9' und die Tiefe dieser Sehne unter dem Niveau =^ 
k — r cos 9*- Diese Tiefe nehme zu um ihr Differential, also um 
r sin <p (/ 9, so rückt die Sehne D E um diese Grösse r 9,\a <f d ^ 
abwärts und es bildet sich zwischen beiden Sehnen ein Flächenelemeot 
^: 2 r* sin *<p d f. Die Geschwindigkeit, mit welcher das Wasser durah 
diese kleine Oeffnung tritt, ist =; V 2 g (h — r co» y) ; folglich die Aus- 
llussmeuge durch diese OeflTnung 

dM = 2 r^ «in V <1 V ^ 2 g (■>— r CO« V) ^'^ '^ 

oder 

d M = 2 r" V^ghiiD "^d» ( I ^^ tos if 1 

Unter Anwendung des binomischen Satzes er- 
halt man 

dM = 2r»y27b>in «»•'»X 
[l^^co.»--^ CO. V-^co.>—j|^ CO. ♦*--.] 

Da wir k~^ r voraussetzen, so nehmen die Glieder der Reihe in 
der Klammer rasch ab. Es kann also dieses Differential rechts als 
angenäherter Werlh von dM angesehen werden. Die Ausflussmenge 
für die ganze Oeffnung wird erhalten, wenn man diese Formel von 
¥• = bis 91 = ff integrirt. Man setze sin ^<f = \ — cos *9, so 
kommt 
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n ^ n 



f(i — COB^f)d(f=:-^ f(cOS(f — C0% ^if) d (f := 



O ' Q 



/"(cos *'f — CO» *«>) d 'f == -TT /*(cos 'y — cos *<f ) d 'f = 

f (coÄ *«' — CO» •'/' ) d ^ = -—7- etc. 

Mit Hülfe dieser Werthe wird das Integral der obigen Formel 

Reicht der Kreis bis an die Oberfläche des Wassers, so istA = r 
und die drei ersten Glieder in der Klammer geben 987 : 1024. Polg- 
lich wird in diesem Falle die Ausflussmenge annähernd 

260. Entleerei eines mit Wasser gefüllteE^ prismatiscIieH fiefässes 
dnrcli eine ieffEHOg im Boden. Die Grundfläche des Gefässes liege 
horizontal. Es finde während der Entleerung kein Wasserzufluss statt. 

Es sei 

A der horizontale Querschnitt des Gefässes, 

a der Querschnitt der Oefi'nung im Boden« 

h die anfängliche Höhe des Wasserspiegels über dem Boden, 

X die Höhe des Wasserspiegels über dem Boden, nachdem das 

Wasser t Sekunden lang abgeflossen ist, 
/^ die Geschwindigkeit, mit welcher der Wasserspiegel im Gewisse 

in dem Augenblicke sinkt, in welchem die Druckhöhe = o; 

ist und 
V die Ausflussgeschwindigkeit des Wassers bei der Druckhöhe x. 

Da die Geschwindigkeit v der Druckhöhe o; entspricht, so ist 
= V"2gx. Da ferner durch beide Querschnitte A und a die gleiche 
Wassermenge strömt, so wird A F'= av sein. Hieraus folgt 

Gehl die Zeit t über in t-\- dt, so wird x z\x x — dx^ d. h. in 
dem Zeitelement d t sinkt der Wasserspiegel um d x. Es haben d t 
und d X entgegengesetzte Zeichen. Die Diflerentialformel d x =■ v dt 
geht also über in d x = — v d t. Setzt man hierin obigen Werth 
von ^, so folgt 

dx=: — 4-^^27]' <*' 
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oder der Integralion wegen 

aVTg 

Wird diese Gleichung iotegrirt, so kommt 

a V2g 

PQr den Anfang der Bewegung ist f := und o; = A. Diese 
Werthe geben 

ay2g 
Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab, so erhält man 

t=4L.(yF-yr) 

aVTg 

Hieraus ergiebt sich die Tiefe, um welche das Wasser in t Se- 
kunden sinkt 



-' = -i-^'-Ti{T)*- 



Die Zeit, welche zum gänzlichen Entleeren des Gefässes nötliig 
ist, sei 7*. Man erhält diese Zeit, wenn man in der zweitletzten Glei- 
chung o; = setzt und t mit 7* vertauscht. Somit ist 



=^\ 



2g 



Bliebe die Druckhöhe konstant = hy indem das abfliessende Wasser 
durch einen gleichen Zufluss ersetzt würde, so wäre die Ausfluss- 
geschwindigkeit = V2gh und die in der Sekunde austretende Wasser- 
menge, ohne Rücksicht auf die Kontraktion des Wassersti*ahlcs = 
a VTgh. Sollte nun in t* Sekunden eine Wassermenge •=■ A h ab- 
fliessen, so müsste sein A h-=^a VTgh • t\ d. h. 



a r 2g 



Nun ist t* = \ T, folglich die zur Entleerung des Gefösses nO« 
thige Zeit doppelt so gross als die Zeit, in welcher dieselbe Wasser- 
menge bei gleichbleibender Druckliöhe abfliesst. 

261. Entleere! eiies mit Wasser gefiillten pyramidaleE defässes. 

Das Gefäss habe die Gestalt einer abgestumpften Pyramide (Fig. 77). 
Die kleinere Grundfläche sei unten und liege horizontal. Es bezeichne 
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A die Flache des WasserspiegeU beim iirsprUnglichen Wasserstand, 
A' die Flüche des Wnsserspiegels, nachdem l Sekunden lang Wasser 

abgellossen ist, 
a die Flache der OelTnung im Boden des Gel<isges, 

V die Geschwindigkeit, mit welcher die Wasseroherfläche nach 

t Seknnden sinkt, 

V die Ausflussgeschwindigkeil Dach derselben Zeit, 

H, h die Holle des ursprünglichen Wasserstandes und der Boden- 
flache über der Spitze der Pyramide und 
X die Hohe des Wasserspiegels nach t Sekunden über dem Boden. 
Vermöge der pframiöalen Form des Geßsses hat man 
3riB. 77. Ä':A=:(x + h)»-.H' 

Da durch alle Querschnitte die gleiche Wasser- 
meuge fliesst, so muss auch sein A' V^^av. Setzt 
man die beiden Werihe tod A' einander gleich und 
berück sich tigl, dass v ^= "Vsgx, so folgt 



A (s + h)» 

Nimmt t vxa d t zm^ so vermindert sich x vm d x. Die DilTe- 
rentiairormel der Bewegung dx^^vdt wird also hier dx= — vdt. 
Setzt man den Werlh von V hier ein, so folgt 



V2BX 



A (x + h)* 

oder nach einigen Reduktionen 

-|-H" V"2^-<ll=-(h»x-* + 2hx' +ii')ilx 
Die Integration dieser Formel giebt 
{!) -|-H*Vä^t = -(2h'»t +Jhx'+|x») + C 

Für ( = wird x = H— h=h'. Hierfür giebt Gleichung {!) 

— — (2h»h*4-Jlih'' +|ll-') + C 
Zieht man diese Gleichung von (1) ab, so kommt 
^ H« VTg-t=2hM"V¥-V7) + jii(l.'VlP-x'VT) + J(h'»'V¥-x* VT) 

Entleert sich das GeHiss ganz, sowird;r=:0; der entsprechende 
Werlh von I sei T, so ist 



(2) T = — ^^=^ (2 h» V17+ ( h !■■ Vh- + 1 h" yv) 

bH' V2g 
Wenn die Bndenilache so nahe an der Spitze der Pyramide liegt, 
dass man obne wesentlicben Fehler A^= d und h' := H seUen kann, 
so folgt aus (2) 



(3) 



■-Vh 



Es sei ^ die Zeit, welche nitthig ist, damit aus diesem Gefüsse 
bei Itnnslanler Druckhöhe eine Wassermenge =: \ ^ H ausfltesse, so ist 

oder 



(4) 



rVn 



Durch Vergleichung von (3) und (4) folgt T:t'=^G:^, A. h. 
die zum Entleeren des ganzen GefSssea nOthige Zeit T ist J mal 
grosser als die Zeit t', innerhalb welcher eine gleiche Wassermeiige 
bei der ursprünglichen, konstanten Druckhuhe ahfliesst. 

242. Eitleerei elaea kigelföivIgeB Geßsses tlirck elu «■ (ler 
tiefsten Stelle der Kigel beiadllche leffBiag. Dei- innere Halbmesser 
des Geßsses sei = r, der horizontale Querschnitt der Oeffnung ^ a, 
der ursprüngliche Wasserstand BD (Pig, 78) über 

der OetTnung ^ k, der Wasserstand D C nach ( Se- ~ — '■ 

künden = x, der Inhalt der Wasseroherflache nach 
der Zeit t:=A, die Geschwindigkeit, mit welcher 
der Wasserspiegel nach t Sekunden sinkt ^ /^, die 
Geschwindigkeit des Wassers unter der OefTnung nach 
dieser Zeit v = V2g~ü. Da durch die Querschnitle 
A und a gleich viel Wasser fliessl, so wird sein 
A y =^ av. Allein es ist auch 

A = [r«-(r-x)»lnr = (2rx-s»)n 

Folglich 



i(2rx-K») 
Während t in t-\-di ühergehl, wird a; zu a; — dx; die DifTe- 
rentialformel dx^ V dt wird also hier dx=^ — y d t. Führt 
man obigen Werth von V ein, so kommt 

dtz=--.^(2rx'-x*)dx 
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Die Integration dieser Gleichung giebt 

a V2g 

Für x=^ h = B D ist i = 0. Diese beiden Werlhe geben 

= ^(frli«-|li«) + C 

a V2g 

iDurch Subtraktion beider Gleichungen kommt 

Dieser Werth von t ist die Zeit, welche nöthig ist, damit der 
Wasserspiegel um B C = h — x sinke. Setzt man hierin x = ü, so 
erhält man die Zeit zum Entleeren des Gelasses 



Unhl/ h /2r h_\ 

^- a y 2g\S b J 



Wenn hierin h = r gesetzt wird , so erhält man die Zeit zum 
Entleeren des halbgefüllten Gelasses 



T -L4 



r« 
tv 



a K2fi 



Wenn dagegen h = 2 r wird , so erhält man die Zeit zum Ent- 
leeren des ganz gefüllten Gelasses 



^'=»'^yu 



Mithin verhalten sich die beiden letzten Zeiten 7*,: 7^2 = 14 : 16^2, 
also sehr annähernd wie 5 : 8. 

263. Reibung des Wassers in einer cylindrischen nnd konischen 
Rokrenleitnng. Bei einer cylindrischen Röbrenleilung sei L die l^änge, 
r der innere Halbmesser und v die Geschwindigkeit des Wassers per 
Sekunde, so ist das Gefölle k, welches längs des Weges L durch die 
Reibung des Wassers an der Röhrenwand konsumirt wird, erfahrungs- 
gemäss proportional der Oberfläche 2r?rL^ längs welcher die Rei- 
bung stattflndet, verkehrt proportional dem Querschnitt r^ ?r der Lei- 
tung und abhängig von einem Faktor von der Form a v -{- b v^, wo- 
rin a, b konstante, durch Versuche zu bestimmende Grossen bezeichnen. 
Es ist mithin 

(I) h = ^i^(av + bv«) = -^ii-(av + bv«) 

r* TT ^ ' r 
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Das in dieser Formel enthaUcne Gesetst soll nun auf eine koni- 
sche Rühre überlragen werden. Es seien (Fig. 70) 
L — ^p die Asenlange der Röhre, SHfl ™- 

R, r die Radien Her Grundflüche des Kegelt in 

J und D, 
x^j4B ein variables Stück der Axe, 
y = BB' der Radius der Rohre an.der Stelle B, 
u, V die Geschwindigkeiten in den Querschnitten , 

y* ff und r' ff, 
A, ff die Gefallsverluste, welche die Reibung des Wassers längs der 

Wege X und /> hervorbringt und 
a der Winkel, welchen die Kante des Kegels mit der Axe bildet. 
Man lasse x inx-\-dx=^^C (ibergehen, so wird y zu 
ij — dy^=CC und h zu h-\- d h. Zieht man C E parallel lav 
Axe, so giebt das unendlich kleine, rechtwinkelige Dreieck B' C E 
die Relation 

(2) C B' = -^^^ 

Wahrend somit ein Kegelmantel von der Kantenlange B" C durch- 
laufen wird, konsumirt die Reibung ein Gefölle ^dk. Wendet man 
daher Formel (1) auf diese unendlich kurze Kegelfl3che an, so erhalt 
man unter Benutzung von (2) 

(3) d h = '*'' (« u -h b d') 

Da aber durch die Querschnitte y^ ir und r* ff gleichviel Wasser 
geht, so ist y* w ^ r* w und da ferner dx=^ — t/ycotgn, so 
geht Formel (3) über in 

sio« V s y* / 

Die Integration dieser Formel giebt 

FOr A =^ wird y ^^ R und für A = tf wird y ^ r. Vermit- 
telst dieser gleichzeitigen Werthe erhalt man aus (4) 

und durch Subtraktion dieser zwei Gleichungen 
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(5) 



" == i [" (>- - i) + T (7* - -k)] 



Für r = R wird diese Formel unbestimmt, während man die 
Formel (1) für den Cylinder erhalten sollte. Zu diesem Zwecke be- 

zeichne man die Kante des Kegels mit S, so ist sin a = g ; folg- 
lich giebt Formel (5) 

"~Rr=TL* R^r« "^ 2 R*r* J 

oder indem man die Division mit R — r ausführt 

,a, „ = .s[.«±I + J;fa!±-i<!L±I>] 

Setzt man nun in (6) r = R, so wird S = L und man erhält 
in der That die Formel (1) für die cyiindrische Leitung. 
Man schreibe die Gleichung (5) wie folgt 

H = ^[-{.-^) + J¥^(.-gr)] 

Ist nun r sehr klein gegen R, so können die Verhältnisse -^ 

und -^ gegen die Einheit vernachlässigt werden und man erhält, 
wenn man noch R — r = S sin a setzt 



264. Stoss des Wassers gegen eine feste Ebene« Diese Ebene be- 
finde sich im unbegrenzten Wasser, senkrecht zur Richtung der Be- 
wegung des Wassers. Der Stoss des Wassers ist proportional dem 
Inhalt F der Fläche und nahe proportional dem Quadrat der Geschwin- 
digkeit V des Wassers. Bezeichnet daher c eine Konstante, so wird 
der Stoss 5 des Wassers annähernd sein 



2 



S=cFv 

Bildet die Richtung der Bewegung des Wassers mit der Ebene 
einen Winkel = a, so zerlege man die Geschwindigkeit v in die bei- 
den Seitengeschwindigkeilen v cos a und v sin a. Mit der erstem 
dieser Seitengescbwindigkeiten gleitet das Wasser parallel zur Ebene 
fort, ohne Stoss hervorzubringen, während die Ebene mit der Ge- 
schwindigkeit V sin a senkrecht getrolTen wird. Vertauscht man daher 
in der obigen Formel v mit v sin a, so erhält man als gesuchten Stoss 

S =: c F V* »io *« 
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215. Stvss ie» Vasiers gegei elnea Kegel. Der Kegel liege im 
unbegreniten Wasser. Dieses Wasser bewege sich mit einer Geschwin- ' 
digkeil v in der Richtung der Aie des Kegels gegen dessen Hantel- 
flache. Die Altenlange des Kegels sei = k, der Halbmesser der Grund- 
flaclie :=r, der Winkel, welchen die Kante mit der Axe bildet = a. 

Der Axenlange ^B = x (Fig. 80) entspreche y^^ gQ 

ein Radius B C ^ y, so wird fllr x-^ dx^^ ji D 
der Radius y -\- dy=^ D E. Man ziehe C F pa- 
rallel zur Axe, so ist im reclitwinlieligen Dreieck 
C £ F die Hypotenuse C E= ^^ 

Man drehe das Kantenetement C E um die 
Kegelaxe, um einen unendlich kleinen Winkel <p, so 
beschreibt es einen Weg = 9 p, also eine Fläche = 
~- \—'^ —. Gegen dieses Fla ebene lernen! slrOml das Wasser, parallel 
zur Axe, mit einer Geschwindigkeit H C =^ v, also ist die Geschwin- 
digkeit gegen das Flachenelement in normaler Richtung CC^ v sin a 
und diejenige parallel zur Kante f^C = v cos a. Diese letztere bringt 
keinen Stoss hervor, wahrend der erstem ein Stoss = c9't*^(/ysina' 
entspricht. 

Dieser Stoss werde durch das Parallelogramm der Kräfte zerlegt 
in eine Kraft G / := c ^ »* ^ c^ ^ sin <t cos a senkrecht und in eine 
J C^^ c 9 v^ y d y ain *a parallel zur Aie. Die erstere Kraft wird 
durch eine gleiche und entgegengesetzte auTgehoben. Erweitert man 
den Winkel (p zu 2 v, so erhalt man den Stoss d S auf eine Kegel- 
flacbe, deren Kante CE ist, gleich 

dS = JC- — =2ncv»«in»oydy 

Hithin der Stoss S, parallel zur Ase, auf die ganze Kegelflache 

S = 2 n c »' »in »o y y d y = c n r' t' »Ib "o 



Wird A — 0, 80 erbalt man den Stoss des Wassers auf die Grund- 
Cache = c7rr*ti>. Folglich verhalt sich der Stoss gegen die Hantel- 
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nachc zum Sloss gegen die GruDdflflche, immer in der Richlun([ der 
' Axe gedaclit, wie r' : r' -f- A*. 

Die Torslebende Formel gilt auch, wenn man das Wasser ruhend 
und den Kegel in Bewegung denkt. Ebenso gilt sie, wenn man statt 
Wasser die LuH oder ein anderes Medium voraussetzt. 

2M. StMs des Wissers gegea eiie Kigel. Die Kugel befinde sich 
ruhend in einer unbegrenzten, bewegten Wassermasse. Der Mittel- 
punkt der Kugel sei in M, die Bewegung des Wassers erMge mit 
einer Geschwindigkeit = v in der Richtung des 
Halbmessers ^J/ (Fig.- 81) gegen die Kugel- 
flache. Der Badius MB^r mache mit M^ 
einen Winkel ^= a, so dass der Bogen jiB eines 
grilssten Kreises der Kugel = r a wird. Man 
le ra um BB' ^^ rda zunehmen und drehe 

r' ~~,^^^^'^m^ dieses Bogenelemenl um j4M als Axe und zwar 
_J^^ ^'t^^ ""i einen unendlich kleinen Winkel ip, so be- 
schreibt es einen Weg = rftma, da der Halb- 
messer BH der Drehung = r sin a. Also ist das von rda be- 
scbriebcne Flüchenelement = r* V* sin ad a. Gegen dieses Flachen- 
elemenl strömt das Wasser mit einer Geschwindigkeit C B =^ v in 
der Richtung j4 M; mithin ist die Geschwindigkeit des Wassers in 
der Richtung der Tangente an die Kugel : E B ^ v sm a, und die 
Geschwindigkeit normal zum Flüchenelement: DB:=VKüia', folglich 
der Stoss auf das Plächenelement =^ er* f i\a a d a ■ v^ cos *a. Man 
zerlege diese Kraft durch das Parallelogramm D F B J m zwei Seiten- 
krafte, wovon die eine JB senkrecht und die andere FE parallel 
zur Richtung von AM wirkt. Die erstere Kraft wird durch eine 
gleiche, entgegengesetzte Kraft aufgehoben. Die letztere Kraft ist = 
c r* V* <fi sin a cos *a da. Hao mache mit dem Bogenelemenl B B' 
eine volle Drehung um AM als Axe, so erweitert sich f zu 1ir; 
also ist der Stoss gegen eine Zone von der Breite B B' 

dS=:2cnT*v'«oacoa'ada 

Mithin der Stoss des Wassers gegen die der Strßmung zugekehrte 
Hälfte der Kugel 




''/"""" 
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Der Stoss des Wassers gegen den grössten Quersclinilt der Ku- 
gel, in normaler Richtung zum Scbnilte, ist = c ?r r^ v^. Folglich 
beträgt der Stoss auf die Oberfläche der Kugel nur die Hälfte von 
diesem. 



XV. ^9(«mifchte J^ufgahir. 

267. Abnahme der LichtinteHsität im Wasser und in der Luft. Wenn 
sich Licht im Wasser oder in der Luft fortpflanzt, so wird seine In- 
tensität geschwächt. Man nehme die Lichtmenge beim Eintritt in das 
Medium zur Einheit an und bezeichne mit m die Lichtmenge, welche 
im Medium bis zum Wege x vordringt, so wird m eine Funktion von 
X sein. Geht x in X'-\-dx über, so wird m zu m — dm. Die 
Aenderungen d x und d m haben also entgegengesetzte Zeichen. 

Nun ist der Verlust dm, welcher längs des unendlich kleinen 
Weges dx eintritt, diesem Wege, sowie der noch vorhandenen Licht- 
menge m proportional, so dass man für konstante Medien hat 

m d X 



— dm = 



a 



worin a eine Konstante bezeichnet, welche von der Natur des Mittels 
abhängt und durch Versuche bestimmt werden muss. 
Aus der vorstehenden Gleichung folgt 

dm d X 

m a 

und wenn man integrirt 

Iogm = — Y + ^ 

Beim Eintritt des Lichtes in das Medium ist d? = 0, m=\. 
Vermöge dieser beiden Werihe giebt die letzte Gleichung = C; 

folglich 

X _ JL 

logm= , m = e a 

a 

wenn e die Basis der natürlichen Logarithmen bezeichnet. Folglich 
nimmt die Lichtstärke in geometrischer Progression ab, wenn die Wege 
in arithmetischer Progression wachsen. 

Nach Schmidt's Lehrbuch der mathematischen und physischen 
Geographie findet im Meerwasser eine Schwächung des Sonnen- 
lichtes im Verhäitniss von 14 : 5 auf einem Wege von 115 paris. Zollen 
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statt. Setzt man also in die letzte Formel o; = 115 Zolle = 9/^ Fusse, 
m = ^^, so hat man zur Bestimmung der Konstanten 

Io«A = — -^5 a = 9,3076 

n 

Wenn nach Schmidt das Licht in der Luft, von der Dichtigkeit 
an der Oberfläche der Erde, einen Weg von 45300 par. Fuss zurück- 
legt, so nimmt seine Stärke ab im Verhältniss von 3 : 2. Vermöge 
dieser Werthe wird für die Luft 

a=: 111722 par. Fum. 

298. Abknhkng eines Körpers darcli AHsstrahlimg seiner Wärme 
in den leeren Ranm. Es sei U die Differenz der Temperaturen eines 
sich abkühlenden Körpers und des leeren Raumes, in welchem sich 
der Körper befindet. Durch Ausstrahlung sinkt diese Temperatur- 
differenz. Nach Verfluss der Zeit t sei sie noch u. 

Diese Temperaturdifferenz ist eine Funktion von ty folglich geht 
u in u — du über, wenn t um d t zunimmt. 

Die in dem Zeitelement d t vor sich gehende Abkühlung d x ist 
nahe der Dauer d t und der zu dieser Zeit herrschenden Temperatur- 
differenz u proportional. Man kann daher annähernd setzen 

du=: — audt 

worin a eine Konstante bezeichnet und berücksichtigt ist, dass du 
und d t entgegengesetzte Zeichen haben. Man erhält 

/i\ du . 

(0 irr — adt 

u 

also durch Integration 

(2) iogu = — at + C 

Für t=0 ist u= U. Hierfür wird (2) 

logü = C 
Zieht man diese Gleichung von (2) ab, so kommt 

(3) iog^cr:-at, u = üe-»* 

wo e die Basis der natürlichen Logarithmen bezeichnet. 

Diese Formel (3) entspricht den Beobachtungen über die Abküh- 
lung nicht hinreichend. Man nehme deshalb in Gleichung (1) statt 
der Konstanten a die Grösse a — 2 b t, worin b eine Konstante sein 
soll, so kann man statt (1) schreiben 

dn 



u 



— (_ a + 2 b t) d t 



— 199 — 
Hieraus Tolgt durch Integration 

logu^_at + bf+C 

Für t^=0 wird u ^ U. Hierrur wird log U := C. Zielil man 
diesen Werth der Konstanten ab, so kommt 

(4) »^üe-"+'"' 

Dieses Gesetz (4) entspricht den Beobachtungen hesser. Zwei 
durch Beobachtung ermittelte Weiihe von u und t reichen hin, die 
Konstanten a, A Für einen und denselben KOrper zu bestimmen. 

2H. GrwämiBKg irgeid eiies physisches Fsikles In der AtMVsphäre 
direk die t*b der Erde aisgestnhlte Wänie. Wir nehmen an, die 
Intensität der Warmesirahten, welche von der Erde aus nach irgend 
einem I'unkle des Raumes gelangen, verhalten sich direkt wie die 
GrUsse it F des Elementes der strahlenden Fläche, direkt wie der Si- 
nus des Ausflusswinkels, d. h. des Winkels y>, welchen der ausgehende 
Warmestrahl mit der Ebene des Elementes d F macht und umgekehrt 
wie das Quadrat der Entrernung r des physischen Punktes im Kaum 
vom Element. Bezeichnet daher k eine Konstante, so wird der Aus- 
druck der Erwärmung durch das Element d F sein 

d F 
{I) k — j-BiD» 

Nun sei jt (Fig. ^2) der physische Punkt in der Atmosphäre, 
M der Mittelpunkt der Erdkugel und AE eine Tangente an dieselbe. 
Dreht man das Dreieck j4 E M Mm AM, so beschreibt der Punkte 
die kreisförmige Grenze derjenigen Kugelcalotte, jiq gj 

welche Warme nach A ausstrahlt. Wir setzen 
voraus, dass diese Wurme gleichförmig über die 
Calotle vertheilt sei, bestimmen das Flävhen- 
element d F der Calotte, seine Neigung zu der 
Richtung der Warmesirahlen und drücken beide, 
sowie seinen Absland r von A durch eine Va- 
riable aus, nihren diese Werlhe in (1) ein und 
inlegriren den entstandenen Ausdruck Ewischen 
den Grenzen, welche der ganzen Calolte entspre- 
chen, so erhalt man die gesuchte Erwärmung w des Punktes A. 
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Zu diesem Zwecke lege man läogs A E und AM einen Schnitt 
durch die Kugel, so ist die Mittelpunktsgleichung des entstandenen 
Kreisschnittes, wenn R den Halbmesser der Erde bezeichnet 

(2) y« := R2 _ x^ 

wobei wir die Ordinaten y auf M A nehmen. Im Kreispunkte By 
dessen Goordinaten x^ y sind , liegt das Bogedelement V d x« + d y*, 
durch dessen Rotation um die Axe M A ein Flächenelement = 
2 7rxydx*-f~dy« beschrieben wird. Mit Hülfe von (2) ist dieses FläcTien- 
element = — 2 ir R d y. Dieses Flächenelement von der Form eines 
abgestutzten Kegelmantels hat in allen Stellen gleiche Neigung zur 
Axe M A des Kegels. Man ziehe die Tangente B D an den Kreis 
setze den Ausflusswinkel A B D =^ ^ ^ so ist 9^ für alle Stellen des 
gedachten Fläcbenelementes gleich gross. Man kann daher setzen 

(3) dFzr— 27rRdy 

Es sei Abstand B A= r, M A = R -\- k, also k die Höhe des 
Punktes A über der Erdoberfläche, so erhält man vermittelst des 
Dreiecks MAB 

(R + h)« = r« + R« — 2 r R cos (90 + (f) 

Allein da cos (90 -|- y) =: — sin y, so folgt 
,., . 2Rh + h« r 

^^^ *"* '^ = —yrt -2Rr 

Um die Variable y in (3) durch r auszudrücken, ziehe man B H 
senkrecht auf M Ay so giebt das rechtwinkelige Dreieck AHB 

(R + h-y)« + x» = r« 

woraus mit Berücksichtigung von (2) folgt 

(R + h)« — 2 (R + b) y + R« rz: r* 

Mithin durch Diflerentiation 

. rdr 

dy=: 



R + h 
Hierdurch wird der Ausdruck (3) 

(5) •'F^A^rdr 

Setzt man die Werthe von sin 9> und d F aus (4) und (5) in 
(1), so erhält man das Difierential dw der Erwärmung des Punktest 

Folglich durch Integration 
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Lässt man ki diesem lotegral das Flächenelement (5) vom 
Scheitel der Calotte bis zur Grenze derselben vorrücken, so erhält 
man die Wirkung aller Wärmestrahlen , die nach ^ gehen. Folglich 

muss y von y = ^ bis y = abnehmen, also r von r = A bis r = 

Y(R + h)« — R« = V2 Rh + h* wachsen. 

TT 

Für die untere Grenze y = y , also r = k wird das Integral (6) 

gleich 

— 27rk + C 

Für die obere Grenze y = 0, also r = Y'l R li + h« wird (6) zu 

_ 2^^2Rh + h« + C 
R + h 

Die DifTerenz dieser Werthe giebt die gesuchte Grösse 



w = 2 



. r, V 2 R h -f hn 

^^1 K + h] 



Liegt der physische Punkt an der Erdoberfläche , so ist A == 
und seine Erwärmung = 2 tt A ein Maximum. Bei wachsendem h 
nimmt die Erwärmung ab, jedoch sehr langsam. Wenn A = cx>, so 
kann R gegen h vernachlässigt werden und es wird w == o* 

Die grösste Höhe der Atmosphäre, unter dem Aequator, ist nach 
Schmidt's mathematischer und physischer Geographie = j\^ vom 
Erdhalbmesser. Hiefür ist 

y2Rh+h^ _ 

Die Erwärmung der Luft oder die Absorption der Wärme durch 
die Luft an der Grenze der Atmosphäre weicht also nur um 0,132 
von der an der Erdoberfläche ab. 

210. Abnahme der Bichtigkeit der Luft In der Atmosphäre unter 
dem Aequator. Das Gesetz, wonach die Dichtigkeit und Spannkraft 
der Luft in der Atmosphäre unter dem Aequator abnimmt, hängt ab: 
1) von der Kraft, mit welcher ein Lufttheilchen in verschiedenen Höhen 
von der Erde angezogen wird, also von der Schwere; 2) von der 
Kraft, mit welcher ein Lufttheilchen vermöge der Rotation der Erde 
vom Mittelpunkt der Erde weggetrieben wird, also von der Gentrifugal- 
kraft und 3) von dem Gesetz, nach welchem die Temperatur der Luft 
von unten nach oben abnimmt. 
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Es sei A C (Fig. 83) eine verllkale LulUsule, deren Querschnitt 
= I und deren llülie bis zur Grenze C der Atmosphäre reicht. Es 
bezeichne 

R^^ A M den Halbmesser der Erde, 

X ^ A B die Hübe irgend einer Station über der Erdobei'fläche und 
P,p die Pressungen der Luft per Flächeneinheit in A und B. 
Man lege in den Hüben x und x -\- dx zwei horizontale Quer- 
schnitte durch die LuHsäule A C, so scbliessen sie ein Prisma ein, 
dessen Querschnitt =; 1, dessen Höhe ^dx, des- 

Iscn Volumen also = ä x ist. Dieses mit Luft er- 
füllte Prisma wird unten mit einer Kraft p aufwärts 
und von oben mit einer Kraft p — dp abwärts ge- 
drückt, da p in p — dp llbergehl, wenn x zu 
X -}-- d X wird. Da das Prisma gleichwohl tu Ruhe 
ist, so muss der Unterschied dp dieser Pressungen 
gleich dem Gewichte des Prismas sein. 
Erste Voraussetzung. Es wird von der Veränderung der 
Schwere und Temperatur in verschiedenen Hohen und von der Centri- 
fugalkraft abgesehen. 

Bezeichnet a das Gewicht der Kubikeinheit Luft an einer solchea 
Stelle der LuflsSule A C, wo die Spannung der Lufi ^1 ist, so 
wird das Gewicht der Kubikcinheil Luft bei einer Spannung p, also 
in der llithe x Über dem Boden ^ a p, also das Gewicht des Vola- 
menelemenles dx in dieser Höhe ^apdx sein. Mithin hat man 
die Gleichung, wenn man beachtet, dass d x und d p entgegengesetzte 
Zeichen haben 

(I) , dp = -apdx 

Dividirt man durch p und integrirl, so kommt 

Iogp=-«x + C 
Wenn ic :=0, so wird p ^= P. Diese Werlhe geben 

log P = C 
Durch Subtraktion der beiden letzten Gleichungen erhalt man die 
gesuchte Formel 

i.e-S- = -., 
B) , = -4iog-|- 
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Diese Forme! kann nur für kleine Werthe von x Gellung haben. 
Denn wenn x bis zur Grenze der Atmosphilre reicht , so wird p = 0, 

also log -S- = — 00, folglich a; = oo. Allein die Höhe der Atmo- 
sphäre kann nicht unendlich gross sein. 

Zweite Voraussetzung. Man nehme keine Rücksicht auf die 
Veränderlichkeit der Schwere und auf die Gentrifugalkraft , wohl aber 
auf die Abnahme der Temperatur von unten nach oben. Es sei: 

a das Gewicht der Kubikeinheit Luft bei Grad Temperatur, an 

einer Stelle der Atmosphäre, wo die Spannkraft der Luft 

= 1 ist; 
a = 0,00368 der Ausdehnungskoefficient der Luft, d. h. die Grösse, 

um welche das Volumen 1 der Luft bei je einem Grad der 

Erwärmung zunimmt; 
t^, t die Temperatur der Luft in den Entfernungen R und R-\- x 

vom Mittelpunkt der Erde und 
h die Hohe, um welche man sich in der Atmosphäre erheben muss, 

wenn die Temperatur um 1^ sinkt, wobei wir annehmen, 

däss h konstant sei, so dass man setzen kann 

(3) t = to ^- 



Würde die Luft überall 0^ Temperatur haben, so wäre das Ge- 
wicht der Kubikeinheit Luft in B = ap, Allein indem die Tempera- 
tur von auf t steigt, geht das Volumen 1 über in [ -{- a t, also 

sinkt sein Gewicht ap auf . , ^ . Die Gleichung (1) geht also in 

diesem Falle über in 

. a pd X 



1 +«t 

oder indem man mit p dividirt und den Werth von t aus (3) einführt 

dp d X 

J+«t«-yx 
Die Integration dieser Formel giebt 

ah 



Iogp=-'^log(l+ato— ^x) + C 



Für a? = ist p = Pf folglich 



logP=:-^log(l+«to) + C 
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also durch Subtraktion 

Die Gesetze der Abnahme der Spannkraft der Luft, wie sie in (2) 
und (4) enthalten sind, weichen von einander ab. Nur für kleine 
Werthe von x erhält man auch sehr nahe, gleiche Werthe von p. 

Für die Grenze der Atmosphäre ist p = 0; also log -w= — QO; 

folglich musg auch die Formel (4) geben 

'°«('-(-rüüh)=-°°- '-(rfiiö)h=' 

Diese Bedingungsgleichung giebt als Höhe der Atmosphäre 

Als Durchschnittswerthe hat man unter dem Aequator 
Folglich als Höhe der Atmosphäre 

"=-0:00368- ('+»•^'««■2»^=^^^«'" 

Der Halbmesser der Erde unter dem Aequator ist circa = 6377240*" ; 
also das Verhältniss zwischen der Höhe der Atmosphäre und dem 
Erdhalbmesser 

56889 _ 
6377240 ""'"* 

Nach diesen Daten müsste die Temperatur vom Boden bis an die 
Grenze der Atmosphäre abnehmen um 

-^???^ = 292o 
195 

SO dass die Temperatur an der Grenze der Atmosphäre wäre 

20» — 292» = — 2720 

Diese Temperatur von — 272^ giebt Redtenbacher in seinem 
Dynamidensystem als „absolute Nulltemperatur" an. 

Dritte Voraussetzung. Es werde auf die Veränderlichkeit 
der Schwere und der Temperatur in der Atmosphäre und auf die Cen- 
trifugalkraft Rücksicht genommen. 

Die vorhergehende Bezeichnung habe ihre Geltung, jedoch sei a 
das absolute Gewicht der Kubikeinbeit Luft an der Erdoberfläche, 
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wenn die Temperatur auf 0^ und die Spannung der Luft auf 1 redu- 
cirt wird, so ist das Gewicht der Kubikeinheit Luft in der Höhe x 
tlber dem Boden, ohne Rücksicht auf die Abnahme der Schwere und 
auf die Centrifugalkraft, wie oben 

(5) ^ 



1 + « to — Y X 



Allein zufolge des Newton'schen Gesetzes der Gravitation nimmt 
dieses Gewicht ab im Verhältniss von (R -\- x)^ : Ä*, wird also 
noch sein 

l+«to — Y* 

Dieses Gewicht wird durch die Centrifugalkraft, welche in ent- 
gegengesetzter Richtung wirkt, vermindert. Die Centrifugalkraft ist 
aber der Entfernung vom Mittelpunkt der Erde proportional. 

Nun erleide die Gewichtseinheit Luft an der Erdoberfläche durch 
die Centrifugalkraft eine Verminderung = q^ so wird diese Verminde- 

rung in der Entfernung R-\- x sein = q ^ ; somit die Verminde- 
rung des Gewichtes (5) in dieser 'Entfernung 

ap R+x 



•q 



1 + « to — Y X 

Zieht man diesen Werth der Centrifugalkraft ab vom absoluten 
Gewichte (6), so erhält man das wirkliche Gewicht der Kubikeinheit 
Luft iu der Höhe x über dem Boden gleich 

ap [Y ^ V R + x ") 

, , , « LVr + x; "^ r j 

J + « to — Y X ' 

Mithin wird das wirkliche Gewicht des Volumenelemenles da? sein 

n^ A aP<^x r/ R \« R + x-| 

l-f«to— yX 

nach dem binomischen Satze in eine Reihe. Man erhält 

VR + x;' -V "^ R/ "-* 57"*^ R» R' '^" 
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Da X gegen R sehr klein ist, indem der grösste Wertb von x 
= j\^ R angenommen werden kann, so vernachlässigen wir alle Glie- 
der dieser Reihe bis auf die beiden ersten, setzen noch der Einfach- 
heit wegen 

(8) I+«t^:=b, |- = C 

SO geht (7) über in 

X U X 

Diese Gleichung rauss integrirt werden. Um ^^ — zu integri- 
ren, setze man ö — c x = z, so ist 

, dz b — z xdx b dz , dz 

^x= r-, x= — -r-, r — — : = — ^ä — zr + 



b* c' b — ex c*zc* 

Folglich 



/i 



xdx b , ,, . , b — ex 

log (b — c x) + 



b — ex c*® ' e* 

Mit Hülfe dieses Werthes erhält man durch Integration von (9) 

(10) logp = -a[5L:=^Iog(b-cx)~^(b-ex) + ^log(b-ex)]+C 
Für o: = wird p = P; hierfür geht (10) über in 

Zieht man diese Gleichung von (10) ab^ so kommt 
oder indem man die Werthe von b und c aus (8) einführt 

Diese Formel giebt als Hübe der Atmosphäre nahe den gleichen Werth 
wie (4). Man sieht nämlich aus (11), dass der Einfluss der Abnahme 
der Schwere und der der Centrifugalkraft nicht gross ist, indem (q = ^^ 

angenommen) die Grösse 1 — q — ' IT^ ~ nahe mit der Einheit 
verwechselt und ■ ^^ ä? vernachlässigt werden kann. 

211. Biehtigkeit der lasse im Innern der Erde. Es soll die Dich- 
tigkeit der Erdmasse in einer beliebigen Tiefe unter der Erdoberfläche 
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bestirorol werden, unter der Voraussetzung, dass diese Dichtigkeit pro- 
portional mit der Tiefe unter der Erdoberfläche zunehme. Es sei: 

r der Halbmesser der Erde, diese als Kugel gedacht, 

Uq = 2,77 die Dichtigkeit der Erdmasse an der Oberfläche, 

Otn = 5,68 die mittlere Dichtigkeit der Erdmasse, 

a die Dichtigkeit im Abstände x vom Mittelpunkt der Erde, also in 

der Tiefe r — x unter der Oberfläche und 
b der Werlh, um welchen die Dichtigkeit per Längeneinheit von 

der Oberfläche nach dem Innern zunimmt, so wird sein 

(l) a = ao + b(r-x) 

Man lege zwei Kugelflächen mit den Radien x und x -j^ dx vom 
Mittelpunkt der Erde aus, so schliessen dieselben ein Volumen :;= 
A w x^ d X ein, von der gleichförmigen Dichte a. Die Masse dieses 
Volumenelementes ist also = A *fr x^ d x [«q -\- b (r — x)]^ folglich 
die Masse der ganzen Erdkugel 

r 

4^ r[(ao + br)xMx--bx»dx] = 47r[(ao + br)-^---b-^] 
o 

Die Masse der Erde ist aber auch = f r^ ^ am. Polglich 
wird sein 

und hieraus 



*in 



(2) b zr 4 



a«- «0 



r 

Setzt man diesen Werth b in (1), so folgt die gesuchte Relation 

(3) a = ao + 4(l— ^)(a„-aj 

oder indem man obige Zahlenwerthe für a^ und am einführt 

(4) a = 14,41 — 11,64- 

Setzt man in (4) x = 0, so erhält man als Dichte der Masse im 
Mittelpunkt der Erde a = 14,41. Diese Dichte ist somit nahe gleich 
derjenigen des Quecksilbers. 

Wird in (4) die Dichte a zu am> so folgt 

5,68=14,41 — 11,64-^; x=0,75R 

d. h. die mittlere Dichtigkeit der Erdmasse liegt um ^ vom Halbmes- 
ser der Erde unter der Erdoberfläche. 
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, 212. BegtiHBug der AbpIsltHng der Erde ms flntdnegsiig». 

Schneidet maD die Erde fangs ihrer ßotationsaxe ^C (Pig. 84), sü 
enlsteht als Schnitt eio Meridian C E. Dieser sei eine Ellipse, 
deren Halbaxen a und b, so wird das Verhältniss 

(„ ^^=. 

die Abplattung der Erde genannl. 

Die Coordinaten des Ellipsenpunktes E seien AF =^ x, EF ^^ y, 
so ist die Gleichung der Ellipse tut den Mittelpunkt 

und das Bogenelement der Ellipse rf s =^ V"dx* + dj«, 

Man beschreibe über der halben grossen Axe AB einen Kreis B D, 

verlängere die Ordinale E F bis zum Durchschnitt mit dem Kreise, 

Siig, 34, ziehedenRadius^0undselze Winkel Z'^fi^u, 

so ist X = a cos «, folglich auch nach (2) 

y ^= b a'in u. Hieraus folgt 

(3) d X =^ — ~ n sin u d a, d j^ =i b cqi u d u 

(4) d s = d u V"«» 8iD »o + b» CO» »n 

Man ziehe die Kreistangente D G bis zum 
Durchschnitt G mit dei Abscissenaxe und ver- 
binde E mit G, so wird auch EG eine Tangente an die Ellipse 
(§. 41). 

Man ziehe eine Normale E H durch den Punkt E, so nennt man 
den Winkel EHx^v, welchen sie mit der grossen Axe bildet, die 
geographische Breite des Punktes x, y. Da Tangente E G und Nor- 
male E H rechtwinkelig zu einander stehen, so ist nach §. 44 

•=otgy = - j^ 

Allein aus den beiden Gleichungen (3) folgt auch 



Hieraus folgt 
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a b d V 

a* cos •? -|- b* sin *v 

Führt man diese Werthe in (4) ein, so ergiebt sich das Differen- 
tial des Meridians, ausgedrückt durch die geographische Breite 

a«b«dv 

d8 = : , 

(a* cos «V + b« sin *v)' 

Ans (1) folgt ^ = a (1 — a) und indem man quadrirt und das 
Glied mit a^ als einer sehr kleinen Grösse vernachlässigt 

b« = a^ (1 — 2 a) 

Hierdurch wird 

a (1 — 2 «) d V 



(5) ds 



(1— 2a8in«v)* 

In dieser Formel (5) sind a, a, d v konstant. Man lasse v um 
dv, 2 dv, 'S dv^ , . wachsen, so nimmt der Nenner von (5) ah; folg- 
lich nehmen die entsprechenden Werthe des ßogenelementes ds zu. 
Das Nämliche wird stattfinden für eine Summe von Bogenelementen, 
also für Grade des Meridians. Die Grade des Meridians wachsen so- 
mit vom Aequator nach den Polen hin. 

Um (5) zu integriren, entwickle man den Nenner in eine Reihe 
und vernachlässige alle Glieder von der zweiten Potenz der GrOss^ a 
an, so ist 

(1 — 2asin*«F»r=l -|-3a8in«v 
(1 + 3 a sin *v) (1 — 2 a) =: 1 — 2 a + 3 «sin «v 

und da 

sin *v := 1(1 — cos 2 v) 

SO ist 

. /« «\j 3aa -. 
ds=:a(l — YJdv — cos 2 V d V 

Mithin durch Integration dieser Formel 

Nimmt man den Bogen zwischen den Breiten v und v\ sodann 
zwischen den Breiten ^ und y und bezeichnet die entsprechenden 
Bogen durch s* und S\ so ist 

s' =: a A - y) (V — v)- ^^(sin 2 v' — sin 2 v) 
S' = aA-|-)(V'— V)- AieL (gin 2 V ' - sin 2 V ) 

Nun sollen die Unterschiede v* — v, f^' — f^ je einen Grad um- 
fassen, also die Bogen s\ S' die Längen dieser Grade sem. Da 

sin 2 v' — sin 2 V = 2 sin (v' — v) cos (v' + v) 
AuTBNHEiHBB, Elemeiitarbiich. 14 
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so wird 

/. «\. 3««,,, V , . I \ 
s'r- ah- j(v' V) — 8in(v' — v)cos(v'-f v) 

Da der Unterschied v' — v nur einen Grad misst, so verwechsle 
man sin (v' — v) mit dem Bogen v' — v und setze v' -\- v :^ 2 v^, 
wo Vf^ die mittlere Breite hezeichnet, so folgt 

g' =^ a (V' — v) M — Y ^ cos 2 VoJ 

Wird die Reduktion für S' ebenso durchgeführt, und mit /^o <^iß 
mitllere Breite des Bogens S* bezeichnet, so erhält man durch Division, 
da v' — V =^ y — V als Werthe von je einem Grad 
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Für Fq > ^0 ist auch S' > s\ also das Verhältniss S* : «' um 
eine kleine Grösse /3 grösser als die Einheil. Man kann mithin setzen 



« 3« _ „ 

^ IT =1+/» 

1- -- — cos2Vo 



Man schaffe den Nenner weg und vernachlässige die beiden Glie- 
der mit dem Produkte a ^, so folgt 



«=i '' 



cos 2 Vo — cos 2 Vj, 

Im Jahre 1735 machten Bouger, Condamine und Godin in 
Peru eine Gradmessung und Picard um 1669 eine solche in Frank- 
reich bei Amiens, welche später durch La call le verificirt wurde. Die 
Resultate dieser Messungen sind 

Messung in Peru. Messung bei Amieus. 

s' — 56753 Toisen. S' = 57060 Toisen. 

Vo = Qo 0' Vo = 490 54' 

Hieraus folgt 

-^ = 1,00541 ; ß = 0,00541 

cos 2 Vo — cos 2 Vo = 1 + cos 80» 12' = 1,170209 



0,00541 _ , 
^ 1,170209 ~~^^ 



Hiernach würden sich die kleine und grosse Axe des elliptischen 
Meridians wie 323 : 324 verhalten. 



Zweiter Theil der Differentialrechnung. 



I. WMtxMU Sifmntialion ätr ^mUmm mit ämr 

0ariahln* 

213. Allgemeines Verfahren. Es sei die Gleichung y = f(a;) 
geomelrisch dargestelll. Den Abscissen 

X, x+Ax, x + 2Ax, x+3Ax,.. 

entsprechen die Ordinalen oder Funktionswerthe 

f(x), f(x-fAx), f(x+2Ax), f(x + 3Ax), .. 

Zieht man diese Ordinaten von einander ab, so erhält man fol- 
gende Differenzen 

1 Af(x):=f(x+Ax)-f(x) 
(1) I Af(x-f Ax) = f(x+2Ax)-f(x+Ax) 

' Af(x+2Ax) = f(x + 3Ax) — f(x + 2Ax), etc. 

Diese Differenzen sind einander gleich, wenn die Kurve zur geraden 
Linie wird. In jedem andern Falle sind sie ungleich. Zieht man sie 
von einander ab, so erhält man neue Differenzen. 

Wie man ffx-^Aic) — f(x) mit A f(x) bezeichnet, so kann 
A f(x -{- A x) — A f(x) mit A A f(x) bezeichnet werden. Allein 
statt AAf(a:) schreibt man gewöhnlich A'^f(x), Gemäss dieser 
Bezeichnung wird man haben 

j A*f(x)=rAf(x + Ax)-Af(x) 
j A*f(x + Ax) = Af(x4-2Ax) — Af(x-f Ax), etc. 

14* 
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Die Differenzen in (1) werden Differenzen der ersten, die in (2) 
Differenzen der zweiten Ordnung genannt. 

Aber auch die Differenzen der zweiten Ordnung sind im Allge- 
meinen ungleich. Sie geben, je eine von der unmittelbar folgenden 
abgezogen, Differenzen der dritten Ordnung. Da AA^ f(a;J mit 
A* ffx) bezeichnet werden soll, so hat man 

A* f (x) = A* f (x + A x) ~ A' f (x) 
Ganz in ähnlicher Weise erhält man als Differenz der n^^ Ordnung 

A"f(x) = A'"'' f(x + Ax)-A""'*f(x) 

Geht man von der endlichen Differenz Ax zum Differential da? 
über, so erhält man aus dem Vorhergehenden 

df (X) =:f(x+dx) — f(x) 

d* f (x) = d f (x + d x) — d f (x) 
d»f(x) = d«f(x+dx)— d«f(x), etc. 

Die Grössen d f(x)^ rf* f(^)y d^ f(x)^,, werden erste, zweite, 
dritte, etc. Differentiale der Funktion f (x) genannt. 

Die vorstehenden Gleichungen zeigen, dass das zweite Differential 
auf dieselbe Weise aus dem ersten erhalten wird, wie das erste aus 
der gegebenen Funktion; ebenso das dritte aus dem zweiten, etc. 

Dabei bleibt jedoch zu bemerken, dass bei der obigen Differenzen- 
bildung die Grösse A x längs der Abscissenaxe als gleich^ ihr Werth 
also als konstant angesehen wurde. Diese Anordnung der Ordinaten 
in gleichen Abständen ist bei der Untersuchung der Krümmung der 
Kurve, resp. der Eigenschaften der Funktion, von wesentlichem Vor- 
theil. Diess gilt noch, wenn man von Ao; zu dx tibergeht. Man 
nimmt deshalb bei Wiederholung der Differentiation die Grösse d x^ 
oder allgemein das Differential der unabhängig veränderlichen Grösse, 
als konstant an. 

214. Wiederholte Blferentiation der Funktion f (x) = a x>. Die 
erste Differentiation giebt 

df(x) = 3ax«dx, oder ^li^ — Sax* 

dx 

Das Differential S a x^ dx ist eine Funktion von x und kann 
wieder differentiirt werden. In demselben ist jedoch nur x^ veränder- 
lich, da der Faktor dx als konstant angesehen wird. Daher erhält man 

d«f(x)=:6ax(dx)«, oder ^!iM.r=6ax 

d x* 
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Dieses zweite Differential 6 a x (d x)'^ entbält den variabeln Fak- 
tor Xy deshalb ist das dritte Differential und das entsprechende Diffe- 
rentialverhältniss 

d' fix) 
d' f (x) = 6 a (d x)», \^= ß« 

Das dritte Differential ^a(dx)^ ist konstant, sein Differential 
also = 0. Folglich erhalt man durch nochmalige Differentiation 

d*f(x) = oder ^^1^ = 
^ dx* 

215« WiederMiing der Blfferentiation der hinktion 

y = Ax4-fBx» + Cx« + Dx + B 

Das erste Differentialverhälluiss der Funktion ist 

4^=4Ax»+3Bx« + 2Cx+D 
dx III 

Wird diese Funktion differentiirt und mit dx dividirt, so erhält 
man als zweites Differentialverhältniss 

^^=:l2Ax« + 6Bx + 2C 

dx« ' ' 

Differentiirt man wieder und dividirt mit dx, so ist das dritte 
Differentialverhältniss 

d'v 

^=:24Ax+6B 
dx* ' 

■ 

Hieraus folgt als viertes und fünftes Differentialverhältniss 

d* V ^ d* V 

-^=24A, -r-r=<^ 

dx* dx* 

216. Beieidinang der Bifferentialverhältiilsse nach Lagrange. 

Lagrange bezeichnet das erste Differentialverhältniss -r^ einer Funk- 

° ^ dx 

d' V 

tion y = f(x) durch y* oder f (x)^ das zweite -r— J- durch y" oder 

Ja 

f (x)y das dritte -j^ durch y'" oder /*" (x), u. s. w. Er nennt 

diese Differenlialverhältnisse Derivationen oder Ableitungen und zwar 
f (x) die erste Ableitung von f (x)^ f* (x) die zweite, u. s. w. 
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Hieniacb erhalt man: 

I. Gegebeoe FuoktioD . . y— ^ . .^ 

Erste Ableif oog . . . . y' := -^ = (m^S. «\» 

Zweite AbleituDg . . . y'' = -j^= ^,» _;: ^%)* ' 

Dritte Ableituog .... y'"=:-^ = ^ — (a« + x*? 

II. Gegebeoe Funktioo . . f(x) = tangx = 



Poklich f(x) 



COSK 

df(x) I 



^ d X CO»* X 



f "• (x) 



dx' cos ^x cos *x 
d^f(x) 24 sin X SsiBx 



d X* coa *x cos 'x 



217. lie hMem liffereitialiei als Mendllch kleise Cürössei TerscUe- 
deier trdHWig. Die uoendlich kleiueo Grossen köonen aus eDcilicheo 
Grössen entslanden gedacht werden durch fortwährende Annäherung 
dieser Grössen gegen die Null. Der Zustand des unendlich Kleinen 
wird hierbei als erreicht angesehen, wenn die Grössen von der Null 
um weniger abweichen, als jede noch so kleine angebbare Grösse. 

1. Der Quotient zweier unendlich kleiner Grössen kann endlich, 
unendlich gross oder unendlich kleiu sein, je nach dem Gange, wel- 
chen Zähler und Nenner des Quotienten befolgen, indem sie durch 
stetige Abnahme gegen die Null konvergiren. 

Lässt man in dem Verhältniss die Grösse a; von —z- aus 

X 2 

durch stetiges Abnehmen unendlich klein werden, so werden Zähler 

und Nenner unendlich klein, während das Verhältniss endlich bleibt 

und mit der Einheit verwechselt werden kann. 

Lässt man dagegen in dem Verhältniss . ^ ^^^ Bogen x un- 

endlich klein werden, so wird dieses Verhältniss unendlich gross, ob- 
scliou Zähler und Nenner unendlich klein sind. Denn man schreibe 



sin *x sin x sin x 
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Für ein unendlich kleines x ist der erste Faktor -^ — rechts end- 

smx 

' lieh, während der zweite wegen des unendlich kleinen Nenners unend* 

lieh gross wird. Folglich ist auch das Produkt heider Faktoren und 

somit das gegebene Verhältmss unendlich gross. 



tflllff ^x 

In dem Verhältnisse - — i — -^ werden Zähler und Nenner unend* 
lieh klein für ein anendlich kleines x. Nun schreibe man 

tang *x tangx tangx 

ax-f-x^ X a-f-x 

Für ein unendlich kleines x wird der erste Faktor rechts = 1, 
während der zweite wegen des unendlich kleinen Zählers und des 
endlichen Nenners als unendlich klein angesehen werden muss. Nun 
ist das Produkt aus dem endlichen und dem unendlich kleinen Faktor 
unendlich klein, also auch das gegebene Verhältniss unendlich klein. 

IL Ist das Verhältniss zweier unendlich kleiner Grössen im All- 
gemeinen endlich, so sind diese Grössen von derselben Ordnung. 

Sind üy by c solche unendlich kleine Grössen derselben Ordnung, 

so werden die Verhältnisse -r-, - , — endliche Werthe haben, ebenso 

b c ' c ' 

die Verhältnisse -j-y, "^, —^ als Produkte zweier endlicher Fakto- 

ren, sowie auch die Verhältnisse -rr~t "üä" ^^^ Produkt dreier end- 
licher Faktoren. 

Ferner sind die Grössen i^)^^ \j^' (t) \j ^'* Produkte 

endlicher Faktoren in einen unendlich kleinen Faktor selbst unendlich 
klein und zwar von derselben Ordnung wie c, b, a. 

Die Grössen a, ab, abc sind unendlich kleine Grössen ver- 
schiedener Ordnung. Sind a, b, c unendlich Kleine der ersten Ord- 
nung, so nennt man die Produkte abyac,b c, d^y b*^ zweier unendlich 
kleiner Grössen der ersten Ordnung unendlich Kleine der zweiten Ordnung^ 
ferner die Produkte abc, a'^ b, bc^ unendlich Kleine der dritten, die 
Produkte a'^bcy ab^c, abc^ unendlich Kleine der vierten Ordnung. 

Denkt man sich das Dilferenlial dx als ein unendlich Kleines 
der ersten Ordnung, so ist d x^ von der zweiten, d x^ von der drit- 
ten Ordnung. 

Die Dififerentiale von y = f(x) sind nach der Bezeichnung von 
Lagrange 

dy=:r(x)dx, d2x = f"(x)dx^, d^ y = f'"(x)d x^ . . 



— 2t6 — 

Da nun die Ableitungen /* fx)^ f" (x), /*" (a^j, . . Funktionen 
von 0? sind^ die keine DifTerentiale als Faktoren erhalten, so sind ihre 
Werlhe im Allgemeinen endlich. Mithin ist d y . von derselben Ord- 
nung wie dx, d* y von derselben Ordnung wie dx^^ und allgemein 
rf*' y von derselben Ordnung wie d x^, 

III. Eine unendlich kleine Grösse der ersten Ordnung wird gegen 
eine endliche GrOsse vernachlässigt. Gesetzt man habe die Gleichung 

Ady4-Bdx + Cdxdy-j-Dd*y = 

worin A, B^ C, D endliche Grössen bezeichnen sollen, so kann man 
auch schreiben 

A 4^ + B + C d y + D -5?^ =r 
dx ' ' ^ ' dx 

In dieser Gleichung sind die beiden ersten Glieder endlich und 
die beiden letzten Glieder unendlich Kleine der ersten Ordnung; folg* 
lieh werden sie vernachlässigt. Man hat daher 

Ady-f Bdx = 

In der ersten, gegebenen Gleichung werden somit die Glieder der 
zweiten Ordnung gegen diejenigen der ersten Ordnung vernachlässigt. 
Allo^emein gilt der Satz: In einer Gleichung fallen die Glieder einer 
höhern Ordnung gegen die Glieder einer niedern Ordnung weg. 



IL (SntoicMitnjg der ^mtfitiünen in |idbem 

218. Reihe von Taylor. Es nehme in der Funktion f(x) die 
Variable x um eine beliebige Grösse h zu. Man soll angeben, nach 
welchem Gesetze der Werth der so veränderten Funktion f(x-\-h) 
vom Zuwachs h abhängt. 

Um mit den analytischen Vorgängen eine geometrische Vorstellung 
zu verbinden, konstruire man die gegebene Funktion y=zf(x) durch 
rechtwinkelige Coordinaten. Die den Abscissen Xy x-\-£\x, x-\-1^x, 
x-\-Z^x,,. entsprechenden Ordinaten bezeichne man der Einfachheit 
wegen mit y^ y,^ y^^ y^i-» und setze voraus, dass die Kurve stetig und 
keine dieser Ordinaten unendlich gross sei, so erhält man als Unter- 
schiede der auf einander folgenden Ordinaten 

y. — y = Ay, y» — y, = Ay,, ys — y« = Aya,.. 

Ferner als Differenzen der zweiten Ordnung 

Ay,-Ay = A*y, Ay,- Ay, = A'^y,, Aya - Aya = A«ya,-. 
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und als Differenzen der dritten Ordnung 

A'y,-A'»y = A»y, A *y«- A«y,=A »y,, .. 
Hieraus folgt 

y» — y = A y 

ya-y, =Ay + A*y 

y3-y2 = Ay + 2A*y + A»y, etc. 

Werden die zwei ersten, sodann die drei ersten, etc. dieser Glei- 
chungen addirt, so erhält man 

y. =:y + Ay 

ya = y + 2Ay + A^y 

y3==y + 3Ay + 3A*y + A'y, etc. 

Diese Gleichungen geben die Werthe der auf einander folgenden 
Ordinalen an, ausgedrückt durch die erste Ordinate und die Differen- 
zen der ersten , zweiten , dritten , etc. Ordnung dieser 'Ordinate. Die 
KoedQcienten der Glieder mit y, A y, A ^y, . . sind die Vorzahlen der 
binomischen Reihe. Man erhält deshalb für die Ordinate z/n, welche 
um n Distanzen von der Grösse Ax von y absteht, den Werth 

, . , n(D— 1) ^ _ , n(n— 1)(n — 2) . , , i ad 

yn = >' + nAy+-Yr2-^A*y+-^^-py~ — ^A'y + .- + A°y 

Diese Reihe kann geschrieben werden 

y. = y + «Ay+n'(l-±)A.y + «-(i-^){j-^)A'y+..-fA", 

oder auch, indem man rechts das zweite Glied mit A x, das dritte 
mit (A o:)*, u. s. w. mulliplicirt und dividirt 

(1) y» = y + (»Ax)^+(nAx)»(i-2V)f5 + - + A''y 

Zwischen den Ordinalen t/ und yn sind n Intervalle, wovon jedes 
=z A X ist. Folglich ist ihr Abstand =n A x. Man setze diesen 
Abstand n A x = hy nehme ihn konstant an, und vermehre die 
Anzahl jener Intervalle, so wird der Abstand Ao; je zweier auf einan- 
der folgender Ordinalen kleiner. Wird A x zum Differential dXy also 

unendlich klein, so wird n unendlich gross. In diesem Falle ver- 

12 3 

schwinden in der letzten Reihe die Brüche t^— , -x— , -7—, . . . , so dass 

2n' 3n' 4n 

dieselbe übergeht in 

— , d y d «X h^ ■ d»y h» . 
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Da nun aber y = f(x) und y^=L f(x ~\- h) , so kann man auch 
schreiben 

und nach der Bezeichnung von Lagrange 

(3) f(x-i-h) = f(x) + r(x)h + f"(x)-^+f '(x)^+.. 

Diese in (2) oder (3) dargestellte Formel wird die Taylor'sche 
Heihe genannt. 

Wenn f(x) eine ganze rationale Funktion ist, so wird eine der 
Ableitungen /* (x), f" (x) in Formel (3) zu Null. Also erhält die 
Reihe eine beschränkte Anzahl von Gliedern. In allen andern Fällen 
ist die Reihe eine unendliche. 

Die Taylor'sche Reihe wurde unter der Voraussetzung abgeleitet, 
dass die Ordinaten y,, y^, Vz'^ » "> welche zwischen y und ^n liegen, 
endliche VVerthe haben. Folglich muss der Unterschied aus Formel (1) 

zwischen den beiden Endordinaten als eine Summe von Differenzen 
angesehen werden, welche endlich oder unendlich klein, nur nicht un- 
endlich gross sein können. Die Taylor'sche Reihe ist also nicht mehr 
anwendbar, wenn die Funktion f(x) oder eine oder mehrere ihrer 
Ableitungen /* (x), /*' (x)^ . . für einen speciellen Werth von x un- 
endlich gross werden. 

Die Reihen, welche aus f(x-\-h) unter Anwendung der Taylor'- 
schen Reihe gebildet werden^ sind, wie die Reihen überhaupt, nur 
dann zulässig, wenn sie konvergent sind (§. 49). 

219. Entwickelung der Poteni (i -f h)" nach der Taylor'scheii Formel. 

Es sei f(x) = o;", so ist 

f(x) = nx""S f"(x)=:n(ii-l)x'*-"^ f'^' (x) = n (n - 1) (n — 2) x»"^ . . 
Setzt mau diese Werthe in Formel (3), §. 218, so kommt 

\ ' L 1 • 2 • o 

, u(n -l)..(n-~in + 1) ..ii-ni».ni . 

Diese Reihe enthält den sogenannten binomischen Lehrsatz, von 
dem schou bei der Difl'erentiation in §. 8 Gebrauch gemacht wurde. 
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Die Reihe rechts wird eine unendliche, wenn n gebrochen oder 
negativ ist. Alsdann ist sie konvergent, wenn je ein Glied kleiner ist 
als das unmittelbar vorhergehende (§. 53), also wenn 

b n — m ^ ■ h ^, 01+ 1 

— • <r 1 ; — <1 ' — 

X m-j-l X n — m 

m -I- 1 

Der absolute VVerth des Verhältnisses — ^^^— konvergirl für wach- 

n — m 

sende Werlhe von m gegen die Einheit; folglich ist die Reihe für 
(x -{- hj^ konvergent, wenn der zweite Theil h des Binoms kleiner 
ist als der erste Theil x. Mithin ist die Reihe für (\ -\r s)'' konver- 
gent, wenn z <i\. 

226. Entwickelung der algebraischen füvktionffxj^^-j-^- Durch 
Wiederholung der Differentiation erhält man 

Mithin durch Substitution dieser Werthe in die Taylor'sche Formel 

a a a 2a h^ 2 -Sa h» 

b + x+h"~b + x (b + x)« "^(b + x)» ' 2 (b + x')* 2 • 3 

■ 2'3'4a h* _ 
"^ (b + x)» '2-3.4 

Setzt man hierin o; = 0^ so kommt 

b + h b b* ' b* b* ' b» 

und vertauscht man h mit x, so wird sein 

Diese Reihe kann auch durch unmittelbare Division von a durch 
b -\- X erhalten werden. 

221. Entwickelung der Vurielgrösse ViT+h in eine Reilie. Man 

setze ffxj = Y7, so ist 

f ix)=:-^; f"(x)z=_— 1^; f"(x)r=-l:^., flv (x) = ^T7^5 • ' 

2 VT iVx^ 8 Vx» 16 YT^ 

Führt man diese Werthe in die Taylor'sche Reihe, so wird man 
erhalten 

2Vx SxYx 16x»V7 128x»Vx 
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Setzt man Vx + h^Cx + h)» und entwickelt nach dem binomischen 
Satze, so erhält man diese Reihe ebenfalls. Mithin ist diese Reihe 
nach §. 219 konvergent, wenn der absolute Werth des Verhältnisses 

— kleiner ist als 1. Für a; = wird die rechte Seite unendlich 

X 

gross, während die linke sich auf VIT reducirt. Für diesen Werth 
von X ist die Reihe daher unbrauchbar. 

222. Entwickelung iogaritlmiisclier Ausdrucke in Seihen. Es sei 

ffx) = log w, so ist 

f(x)=-i-; f'(x) = -^5 f-(x) = A.; f,v(x)z.r:=:A±5., 

Mit Hülfe dieser Werthe wird f (x -\- h) zu 

h h* h» h* hs 



Setzt man o: = 1 , so erhält man die in §. 56 abgeleitete Reihe 

* h® h» h* h* 
(2) log(l+h) = h y- + -^ 1-+-T • 



Setzt man dagegen A = 1, so folgt 

(3) .og(l + x) = logx + -f-^+3l^-^ + ^-.. 

Diese Reihe (3) ist konvergent für jeden Werth von a; = 1 bis 
223. Entwickelung trigonometrischer Funktionen in Keilien. Es sei 

f (x) =: sin X, ff (x) zir cos X 

so erhält man durch Differentiation 

f (x) = CO« X ; f ' (x) = — sin x ; P" (x) ~ — cos x ; fiv (x) = sin x; . . 
<f'(x)=: — sinx; <f " (x) =: — cos x ; <f'" (x)=rsinx; ^»v (x)iz=cosx; . . 

Setzt man diese Werthe in die Taylor'sche Reihe, so folgt 

sin (x +y)=sln X -fy cosx — ^sinx — ^ cosx +-^^-j sin x + - • 

V* v' V* 

cos(xH-y) = cosx — ysinx— ^cosx+Tr-^-sinx+TT-v-T cosx— .. 

Setzt man hierin o; = 0^ so erhält man die in §. 59 gefundenen 
Reihen 

siny = y — -^ + — ^ 



2-3 ' 2 . 3 • 4 ■ 5 
cosy=l--f~+ ^ 



1-2 ' 1.2-3.4 
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224. Keihe ron laclauriii.' Setzt maD in der Taylor'schen Reihe, 
§. 218, Formel (3), die Variable x=0 und bezeichnet die hierdurch 
entstandenen Werthe von f(x) mit /*{0), f M mit f (0), /*" (a;) 
mit f** (0), u. s. w., so erhält man, wenn schliesslich noch h mit x 
vertauscht wird, die gesuchte Reihe 

(1) f(x)=:f(0) + f(0)x + f"(0)-^ + f"(0)-^ + .. 

Diese nach Maclaurin benannte Reihe wird in neuester Zeit 
dem Engländer Stirling als Erfinder zugeschrieben. Sie dient dazu, 
eine Funktion von x in eine Reihe nach ganzen, positiven Potenzen 
der Variabein x zu entwickeln. 

Nimmt man an, es lasse sich f(x) in einer Reihe von der Form 
darstellen 

(2) f (x) = A + B X + C X« + D X » + E X* + . . 

worin u4, B^ C,.. unbekannte, konstante Vorzahlen bezeichnen, so er- 
hält man die Werthe dieser Vorzählen wie folgt. 

Durch Wiederholung der Differentiation von (2) kommt 

r (x) = B + 2 C X + 3 D X« + 4 E x» + . . 
f"(x)= 2 C + 2 • 3 D X + 3 . 4 E X« + . . 

f " (x) r= 2 . 3 D + 2 • 3 . 4 E X + . . 

etc. etc. 

Setzt man hierin^ sowie in (2) o; = 0, so folgt 

A=:f(0), B = f(0), Cznif'CO), D = -2^r'(0), .. 

Führt man diese Werthe in (2), so erhält man in der That die 
Haclaurin'sche Reihe (1). 

Setzt man in die Taylor'sche Reihe x = a und h = x — a , so 
erhält man folgende Reihe 

(3) f (x) = f (a) + f (a) (X - a) + V (a) -^^y^ + f " (a) -^^f^ + • • 

Von dieser Reihe ist Formel (1) nur ein spccieller Fall. Man 
nennt deshalb (3) die erweiterte Maclaurin'sche Reihe. 

225. Entwickeliing der Eiponentialgrosse a' in eine Reihe. Man 

schreibe f(x) = a^, so wird man erhalten 

f'(x)=:a*loga; f" (x) = a* (log a)« ; f" (x) = a* (log a)» ; i^v (x) = »' (loga)*,. . 

Mithin für o; = : 

f (0) = 1 5 f (0) - log a ; f ' (0) = (log a)» 5 f" (0) = (log a)» ; Ov (O) ~ (|og a)*, . . 
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Führt man diese Werthe in die Mactaiirinsche Reihe (1)^ §. 224, 
so komnot 

a''-^l+(loga)|-i (loga)^-^' (|oga)3-^ + .. 

Es ist diess die in §. 55 nach dem Satz der unbestimmten 
Koeflßcienten entwickelte Reihe. 

226. Entwickelung des HreisbogeBs jdiirch den iigehorigen Siiiis. 

Es sei f(a^) ein Bogen, beschrieben mit dem Halbmesser = 1 und 
X der zugehörige Sinus, so wird man haben 

f (x)=: Are (sin = x) 

f"(x)=x(i — x^r^ 

f " (x) — (1 — x«r* -f 3 X« (1 + x«)-^ 

f'v (x) =: 9 X (1 - x^)"* + 15 x3 (1 — X«}""* 

r (x)= 9 (l — x«)~"^ + 90x^(l— x^F^H- 7- 15 x«(l—x*)""^, o.g. f. 

und hieraus für o: =: 0: 
f(0)i=0; r(0)=l; f'(0)r=:0; f'"(0)=:l; Ov(0)=:0} fV(0)=:9; n 8. f. 

Setzt man diese Werthe in die Maclaurin'sche Reihe, so erhält 
man die gesuchte, schon in §. 62 auf anderm Wege gefundene Reihe 

Arc(g.n = x) = x + ^-3--f2T4T5 + 2-Tr6T7+-- 



III. ^kderhültc iifewntmtion der ^^Miüiien mit mehrmn 

227. Der Taylor'sclie Sati far Funktionell mit iwei mabhäBgig rer- 
änderliclien Crossen. Die gegebene Funktion sei 

n = f(x,y) 

Man lasse x xw x -\- h übergehen und betrachte y als konstant, 

so erhält man 

-, , . , , du . , d*u h^ , d»u h» , 

In sämmthchen Gliedern dieser Gleichung lasse man «/ in y -|- Ar 
übergehen und betrachte x als unveränderlich, so wird 
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, d u , , d« u k«, d» H k' , 
d« I d» , d«u d»u k» 



dx dx dxdy dxdy® 2 

d^ii d^tt d' u t I 

dl^ '' "^~dl^ "^dl^^ "^ 

d^u _. d' u , 

d^^ " • • ■^"37^ "^' 

Führt man diese Werthe in die obige Reibe ein, so kommt als 
gesucble Formel 

4>/ I I IIA , du , , d* u k* , d' u k' , 

f(x + h,y+k)=u + ^k+-^-^+-^^. — + .. 

, du , , d^u . , , d»u hk^ , 
' dx 'dxdy ' dxdy^ 2 ' 

d^u h^ d»u h^k 

"^ dx^ 2 "^dx^dy 2 "^ ' 

■ d»u h» 
"^ dx» '23"^ ■ 

Hierin ist ^ — das partielle Differentialverhältniss, das entsteht, 

wenn man f(x, y) nur in Hinsiebt x differentiirt, -j — das partielle 

d^ u 
Differential verhältniss in Hinsiebt y; -r— ^ das zweite partielle Differen- 

tialverbältniss von u, d. b. dasjenige Verbältniss, das aus -j — durch 
nochmalige Differentiation in Hinsicht x sich bildet; ^rr" d^s- 

jenige Verhältniss, das aus -r — erbalten wird, wenn man in Hinsiebt y 

allein differentiirt, etc. 

Lässt man in f(iv, y) zuerst y m y -\^ k und sodann x '\n x -\-h 
übergeben, so muss eine Reibe für f(x-\-h, y ~\- k) entstehen, 
welche der vorstehenden gleich ist, woraus folgt, dass in beiden Reiben 
die Glieder mit denselben Potenzen von k und k einander gleich sein 
müssen. Diess führt zu folgenden Relationen 

d«n d«u d»u d'u d^u d*u 

etc. 



dxdy dydx' dxdy'* dy^dx' dx^dy dydx*' 

Hieraus folgt, dass bei der Ableitung dieser Differentialverbältnisse 
die Reibenfolge der Operationen gleichgültig ist. 

228. Differentiation der Funktionen mit mehreren unabliängig ver- 
änderliclien Crossen. Lässt man in der vorstehenden Taylor'schen 
Reihe für f(x-\-h, y ^ k) die Grösse h\n dx, k \x\ dy über- 
gehen, so folgt 
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f(x + dx, y + dy)-f(x,y)= jydy+Tf^^i 2 "^ * 

,<iud*a .. . 

+ dT^*-^d^rd7**^**y + 

^ dx» 2 ^•* 

Die linke Seite ist das vollständige Differential von f (x^ y). Auf 

der rechten Seite sind die Glieder -^ — dy und -^ — d x die partiellen 

Differentiale der Funktion und als solche unendlich kleine Grössen der 
ersten Ordnung. Die Glieder mit dy*^^ dx dy^ d x^ sind unend- 
lich kleine Grössen der zweiten Ordnung und verschwinden gegenüber 
denen der ersten Ordnung. Um so mehr werden in der Reihe die 
Glieder mit d y^, d x dy^, etc. vernachlässigt werden können. Mit- 
hin ist das vollständige Differential 

df(x, y) . , df(x, y ) . 
df(x,y)^ dx ^^+ dy ^y 

Auf demselben Wege findet man als Differential einer Funktion 
mit drei unabhängig veränderlichen Grössen 

d f (X, y. «) =l!%yil) dx + l%yi^) d y + il^ll^ d z 

dx dy da 

Mithin erhält man das vollständige Differential eine Funktion mit 
mehreren unabhängig veränderlichen Grössen, wenn man die Funktion 
in Hinsicht einer jeden Veränderlichen besonders differentiirt und die 
erhaltenen partiellen Differentiale addirt. Man sieht, dass man dasselbe 
Resultat erhält, wie wenn man nach den Regeln verfahrt, welche im 
ersten Abschnitt über die Differentiation von Aggregaten, Produkten, 
Quotienten, etc. bei Funktion mit einer Variabein gelehrt wurden. 

Beispiel. In einem Dreieck ^ B C (Fig. 85) sei die Stand- 
linie c mit der Messkette und die beiden anliegenden Winkel ^ und B 
mit einem Winkelinstrumente gemessen. Die Resultate dieser Messungen 
seien mit kleinen Fehlern behaftet. Man soll den Eintluss diesser 
Fehler auf die dem Winkel A gegenüberliegende Seite a bestimmen. 
^tg. 85. Man hat die Relation 

a : c = sin A : sin G 

Setzt man hierin C = A -{- B, so folgt 

a sin (A -|~ B) = c sin A 

Man nehme auf beiden Seiten die Logarithmen, so kommt 
(1) log a -|- log sin (A -|- B) = log c -f log sin A 
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Die Differentiation dieser Gleichung giebt 

a ' Sin (A -|- B) c sin A 

da 



a 



— Al 4_ F-^^iA. -_ cos (A -f- B) •] . 4 _ cos (A + B) . „ 

~" c "^LsiiiA sin(A+B)J sin (A + B) 



(2) AJL = ^+ , /.'"^ ■ ^, dA-cotg(A + B)dB 

^ a c ' sin A 8in (A -[- B) © ^ i / 

Betrachtet man in Formel (1) die Grössen CyA^B als unabhängig 
VerändeHiche, also log a als die Funktion, so besteht das DifTerenilal von 
log a aus drei partiellen Differentialien. In der That ist in (2) das erste 
Glied rechts das partielle Differential von (1) in Hinsicht c, das zweite 
Glied dasjenige in Hinsicht A und das dritte dasjenige in Hinsicht B, 

Nun seien d Cy dAy dB die sehr kleinen Fehler der Grössen 

d a 

c, Ay By so wird d a der gesuchte Fehler der Seite a und — das 

a 

Vcrhältniss dieses Fehlers zur Seite sein. 

229. Höhere Differentiale einer Finktion mit mehreren unabhängig 
veräiiderUcheii drosselt. Die gegebene Funktion sei 

u = f(x, y) 
so ist ihr erstes Differential 

/^x j du., du. 

(1) ^«=1 — dx+-j— dy 

d X d y 

In diesem Ausdrucke sind die Differentialverhältnisse -j — , -r— 

dx d y 

Funktionen von x und y. Da aber x und y von einander unabhängig 
sind, so nimmt man ihre ersten Differentiale dx und dy als konstant 
an und man erhält 

./du\ d^u ^ , d^u ^ 

nTO="-di^**^+di^^y 

./du\ d«u . , _d»u . 
d^ u d* u 

Da nun :i — t-^ä — j— » so wird das Differential yon du in 

dxdy dydx* 

Formel (1) 

itt\ A% <** '^ j « I n d* u . . , d* U . - 

(2) d* u = -f— 5- d X* + 2 ;5 — -r- d X d y -f -j—^- d y* 

dx« 'dxdy •''dy* 

Wird diese Formel nochmals differentiirt, so erhält man zu- 
nächst 

AoTBNHBiMBR, Elementarbuch. j5 
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Vdxdyy~dx*dy "^dxdy* y 
./ d«u \ d^u . , d'u . 

H-T^;==di^dp^'^ + "di^^y 

Deshalb wird das dritte Differential von u sein 

d»u=-7— r-dx»+3 dx^dy4-3 — -p-ädxdy* + . , dy» 

dx* dx^dy *^ dxdy'" "^ dy* '' 

Auf ähnliche Weise kann die Differentiation fortgesetzt und ebenso 
die Wiederholung der Differentiation einer Funktion mit mehr als zwei 
unabhängig Variabein ausgeführt werden. 

230. Differentiation einer unentwickelten Funlition mit melirereii 
unabliängig Teranderliclien Grössen. Es sei die Funktion 

u=:f(x,y, z) = 

zu differentiiren. Man betrachte darin x, y als unabhängig variabel, 
so wird s von Xy y abhängen. Das erste Differential ist 

IA\ ^^ A |d"j l<l"j A 

(1) -p-dx + -T— dy+-T— dz=:0 

dx ' dy "^ ' dz 

Bei Wiederholung der Differentiation beachte man, dass -^ — , -r— , 
-r— Funktion sind von x, y, Zy dass die Differentiale d x, d y kon- 
stant sind, dass das letzte Glied -i — dx ein Produkt ist aus den 

dz 

variabeln Faktoren -^ — und d s. Folglich erhält man 

dz ^ 



d I -; — I = —\ — ö— dx -f--; — j — dy + -1 — 5 — dz 
Vdx/ dx'^ ' dxdy ^ * dxdz 

./du\ d«u ^ , d»u ^ , d«u . 
Vdy/ dydx dy* "^ ' dydz 

j/du.\ ./d^u. , d*u. ,d*u.\,du.„ 

d ( -j— d z ) = d z ■ . d X + -r-r- d y + -r-« d z ) + -r— d« z 
\dz / \dxdz dydz ^ ' dz* / ' dz 

Hithin ist das Differential der Formel (1) 

.^. d* u . „ , ^ d'^ u . . , o d* u . , , d* u . „ 
(2) — V— i- d X* + 2 ■ . d X d y + 2 . . d x d z + . _ d y* 
d X* dxdy dxdz ' d y* ^ 

+ 2 n — T— d y d z + . o d z* + j — d* z = 
dydz ^ ' dz* dz 

Aus (1) kann dz, aus (2) d'^ s dargestellt werden. Au^b hier 
kann nach den Regeln, welche im ersten Abschnitt über die Differen- 
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tiation von Summen, Produkten, Quotienten, etc. bei Funktionen mit 
einer unabhängig Variabein aufgestellt wurden, verfahren werden, wenn 
man nur beachtet, dass die ersten Differentiale der unabhängig Ver- 
änderlichen konstant, das der abhängig Variabein veränderlich ange- 
nommen wird. 

Beispiel. Es sei zu differentiiren 

(a - x)» + (b - y)« + (c - z)« - R^ =: 

Man erhält zunächst 

(1) (a_x)dx+(b-:^)dy + (c-z)d2ir=0 

Ist X die unabhängig Veränderliche^ so ergiebt sich hieraus 

(2) — d X« — d y« — d z* H- (c — z) d« 2 = 

Aus (1) folgt 

^^__ (a — x)dx + (b~-y)dy 

c — z 

Führt man diesen Werth in (2) ein und ordnet nach den Poten- 
zen von d Xy d y^ so erhält man 

d.«= (c-z)' + (a-x)l^^ (a--x)(b--y)^^ (c-z)^ + (b-y)» 

(c — z)' ' (c — z)' ' ' (c — z)» ^ 

oder auch 

(c — z)' ' (c — z)' (c — • z)' ^ 



2 



IV. J^ttpölfmtö numcrifcfecr (Slcifhunö^* 

231. CfleichuBgen mit einer Unbekannten« I. Methode von New- 
ton. Es sei f(x)^=0 die aufzulösende Gleichung. Lässt man x 
zunehmen um h, so erhält man nach der Taylor'schen Reihe 

f(x-Hl)=:f(x)+f(x)h + f"(x)-!^+ . 

und folglich, wenn x mit a vertauscht wird 

(l) f(a + h) = f(a) + f(a)h + f"(a)-^+.. 

Gesetzt es sei a sehr nahe eine Wurzel der Gleichung und h 
ihr sehr kleiner Fehler, so dass h einen «sehr kleinen, ächten Bruch 
bezeichnet, so wird a^h eine exakte Wurzel der Gleichung, also 
f fa -\- h) = sein. 

15* 
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Vernachlässigt man nup in (1) die Glieder mit der zweiten und 
den höhern Potenzen von h, so erhält man annähernd 

f(a) + f (a)h = 

woraus folgt 

^^^ ^- f' (a) 

Um also den Fehler h der Wurzel annähernd zu finden, bilde 
man den ersten Differentialquotienten der gegebenen Funktion, setze 
sodann in die Funktion und ihren Differentialqtiotienten statt w den 
angenäherten Wurzelwerth, dividire die erstere Grösse durch die letz- 
tere und nehme das Resultat mit entegegengesetztem Vorzeichen. Als- 
dann ist a-{- k= b ein Werth , welcher der wahren Wurzel näher 
liegt als a. Verfährt man mit b wie mit a, so erhält man eine wei- 
tere Annäherung an die wahre Wurzel. 

Ist h nicht klein genug, um in der Gleichung (1) die Glieder 
mit A^, A^, . . vernachlässigen zu können , so muss der Werth von a 
durch neue Versuche genauer ermittelt werden. 

Beispiel. Es sei 

f(x) = x»-~8x-f 8i=0 

SO wird sein 

f (x) = 3 X« — 8 

Für den angenäherten Wurzelwerth 0=1 hat man 

f(a)zrl» — 8-14-8=1 
f (a) 1= 3 . !• — 8 = — 5 

Fehler der Wurzel h = ^ = 0,2 

Verbesserte Wurzel b = l -j- 0,2 = 1,2 

Verfährt man mit diesem Werthe b= 1,2, wie so eben niita= 1, 
so ist 

f(b)=l,2» — 8- 1,2 + 8 = 0,128 
f (b) = 3 • 1,2« — 8 = — 3,78 

Fehler der Wurzel h = - -^^ = 0,033 
Verbesserte Wurzel =1,2 + 0,033 = 1,233 

Durch Fortsetzung des Verfahrens kann noch eine grössere «An- 
näherung erzielt werden. 

II. Regula falsi. Wenn man in der Gleichung f(x) = die 
Unbekannte x um die sehr kleinen Grössen h und k zunehmen lässt, 
so hat man nach der Taylor'schen Reihe annähernd 
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f(x+h) — f(x) = r(x)h 

f(x + k) — f(x) = f (x)k 
iodem man die Glieder mit der zweiten und den hühern Potenzen von 
h und k vernachlässigt; folglich durch Division dieser Gleichungen 

f(x4-h)-f(x) _ h 
f(x + k)-f(x) - k 

Wird hierin x-{- h=^a und ^-[-* = * gesetzt und angenom- 
men, dass X die wahre Wurzel der Gleichung bezeichne, so wird 
f(x) = 0, f(x-^h) = f(a), f(x + kj = ffb) und die vor- 
stehende Formel giebl die Proportion 

f(a) __ a — X 
f(b)~ b — X 

Folglich verhalten sich die Funklionswerlhe wie die Fehler der 
Wurzel. Diese Proportion, Regula falsi genannt, ist um so richtiger, 
je kleiner die Fehler A = a — o? und k = b — x sind. Aus obiger 
Proportion folgt 

^-^ (a~b)f(a) 
- f(a)-f(b) 

ein Ausdruck, durch welchen die Wurzel x sehr annähernd berechnet 
werden kann. 

Beispiel. Die aufzulösende Gleichung sei 

(1 + x)* = 100 

Man nehme zuerst auf beiden Seiten die gemeinen Logarithmen, 
so wird die aufzulösende Gleichung sein 

f(x) = xlog(l+x) — 2 = 

Setzt man hierin a = 3 und b = 3,3 für x, so folgt 

f(a)=:3Iog4 — 2 = — 0,193820 

f (b) = 3,3 log 4,3 — 2 = 0,090446 

a — b = — 0,3 5 f(a) — f(b) = — 0,284266 

Bezeichnet man diesen genäherten Werth von x mit c, so ist 

f (c) = 3,204 log 4,204 — 2 = — 0,0017847 

Verfilhrt man mit a = 3 und c = 3,204 wie oben mit a und *, 
so erhält man 

a — c = — 0,204; f(a) — f(c) = — 0,1920353 

Wurzel x-3 4-A?5i_?il£^-qoftr;Q 
würzet ^-3+ 0,1920353 -^»2059 



Auf diesem Wege bann die Wurzel bis zu einem beliebigen Grade 
der Annaherang bestimmt werden. 

332. 4ie«netrlgche BKntelltig der beiden Anldsnganetkadei. Es 
seien X, y (Fig. 86) zwei rechtwinkelige Coordinatenaxen. Mao 
trage eine Reihe von Werlben von x als Ahscissen und die entspre- 
chenden Werthe von f(x) als Ordinalen auf, so erhall man eine 
Kurve b' ca'. Diese Kurve schneide die Abscissenaxe Ox'm c, so 
wird c ^ HC eine wahre Wurzel der Gleichung f(x) ^ sein. 

q.. y. Nun seien Oa=a, Ob^b zwei angenäherte W«r- 

Izeln der Gleichung f(x) =: 0. Man setze in f(xj 
die Werlhe a und b statt x, so wird ffx) zu 
f(a) := aa' und zu ffb) = bb'. Da ac = a — x 
und bc ^= X ~ b sehr klein vorausgesetzt werden, 
so hünoen die KurvenstDcke a' c und b' c als ge- 
rade Linien angesehen werden. Alsdann ist 

Allein die Tan^^nte durch a' an die Kurve ist gleich dem ersten 
Diflerentialquotienten (§. 6) der Funktion, also =: f (a); folglich 
wird sein, wenn man noch den Fehler x — a der Wurzel = k setzt 

, r(.)=^,-or.u.l, = — ^ 

Sind die KurvenstUcke a' c und b' c in einer geraden Linie, was 
sehr nahe der Fall sein wird, so hat man die Proportion 

W = Tf'"'" -fi) ^7^ 
Diese letztere Proportion stimmt mit der in §. 231 aufgestellten 
Uberein, wenn auf beiden Seiten mit — 1 mulliplicirt wird. Bei Ab- 
leitung dieser Proportion wurde vorausgesetzt a^ x, b <^x. Es er- 
giebt sich dieselbe Proportion, wenn a und b zugleich grosser oder 
zugleich kleiner als x sind. 

333. Gleichngen ntt iwei UiWkaBnten. Die aufzulösenden Glei- 
chungen seien 

(1) f(x,y) = 0, F(x,y) = 

Aendern sieh die Grossen x,y um h und fc, so erhalt man nach 
der Tajior'schen Reibe 
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(2) f(x + h,y + k) = f(x,y)+-ä^h+i:^k + .. 

(3) F(x+h,y + k) = F(x,y) + i^(^h + l^^k + .. 

Nun seien a, b zwei sehr angenäherte Wurzelwerthe und h, k 
ihre Fehler, so dass a -{- A, ä + A wahre Wurzeln der Gleichungen 
bezeichnen. 

Setzt man nun in den Gleichungen a für x^ b für y, bricht die 
Reihen wegen der Kleinheit von h und k bei den ersten Potenzen 
dieser Grössen ab und berücksichtigt, dass die linken Seiten dieser 
Gleichungen (2), (3) = werden, so hat man 

.(4) o = f(a.b) + ^J^,. + -li^k 

(5) o==F(.,b)+i^>^h + iIi!^k 

Diese Gleichungen enthalten nur noch die Unbekannten h und k 
in der ersten Potenz^ indem alle andern Ausdrücke aus den Funk- 
tionen und ihren partiellen Ableitungen erhalten werden, wenn man 
die bekannten Werthe a^ b für x^ y einführt. Mithin ist die Aufgabe 
auf die Auflösung zweier Gleichungen vom ersten Grad zurückgeführt. 

Sind diese Werthe von h und k ermittelt, so setze man a' = a-{-A, 
b* =: b -\- k als angenäherte Wurzelwerthe und bestimme ihre Fehler 
h* und k* auf dieselbe Weise, wie h und k bestimmt werden, so er- 
hält man eine weitere Annäherung. 

Beispiel. f(x, y)r=x3 — 2xy* + 5=:0 

F(x,y) = y» + 3xy + 10 = 



dx " ' dy 

i£0^^3y; iZ(^^2y + 3x 

dx ^^ dy «^ ' 

Für o: = 2,3 und y = — 2 wird 

f(x,y) = ~ 1,233; F(x,y) = 0,2 

Da die Funktionen für diese Werthe der Unbekannten klein aus- 
fallen, so nehme man a = 2,3 und ä = — 2, führe sie in die ersten 
Differentiaiquotienten ein und schreibe die Gleichungen (4) und (5) 
an, so kommt 

= — 1,233 + 7,87 h + 18,4 k 
0= 0,2 —6h + 2,9 k 
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woraus man für die beiden Fehler der Wurzeln findet 

%= 0,044 h= 0,054 

Deshalb sind die angenäherten Wurzeln 

a + h =: 2,3 + 0,054 = 2,354 j b + k = — 2 + 0,044 = — 1,956 

Hierfür werden die gegebenen Funktionen 

f(x,y)== 0,039; F(x,y) = 0,013 

also sehr nahe = 0; mithin sind x = 2,354 und y = — 1,956 sehr 
angenäherte Wurzelwerthe. 

234. Von den gleieken W^neln einer algebraiseken tteiebng. Es 

seien a, b^ Cy . , Wurzeln einer Gleichung, so lässt sich dieselbe in 
ein Produkt {x — a) (x — b) (x — c) , . zerlegen. Sind drei dieser 
Wurzeln einander gleich, z. B. gleich a, so wird jenes Produkt den 
Faktor (x — a)^ enthalten. Nun enthalte eine Gleichung n gleiche 
Wurzeln a, so wird sie in ein Produkt zerlegt werden können von 
der Form 

(1) F(x) = (x-.arf(x) = 

Durch Difierentiation dieser Gleichung folgt 

(2) ^ = MX - .)-' f (X) + (X - .)- ^ 

Wenn nun ;z = 2, so hat die Gleichung (1) zweimal, und der 
erste DifTerentialquotient (2) einmal den Faktor x — a. Wenn daher 
die Gleichung und ihr erster DifTerentialquotient einen gemeinschaft- 
lichen Faktor von der Form x — a enthalten , so hat die Gleichung 
zwei gleiche Wurzeln. 

Durch Differentiation von (2) folgt 
(3)^^=n(n-l)(x-.)-»f(x)+2.(x-.)-'^ + (x-a)-^> 

Wenn 72 = 3^ so enthält die Gleichung (1) den Faktor x — a 
dreimal, der erste DifTerentialquotient (2) zweimal und der zweite 
DifTerentialquotient (3) einmal. Wenn somit der erste und zweite 
DifTerentialquotient einen gemeinschaftlichen Faktor von der Form x — a 
haben, so hat die ursprüngliche Gleichung drei gleiche Wurzeln. 

Auf diesem Wege ergiebt sich folgender allgemeine Satz: Wenn 
der (n — 1/® Diflerentialquotient einer Gleichung mit dem vorher- 
gehenden einen gemeinschaftlichen Faktor hat von der Form x — a, 
so hat die gegebene Gleichung n gleiche Wurzeln a. 
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Beispiel. Die gegebene Gleichung sei 

F(x)=:x» — 3x — 2 = 



so ist 

= 3x^ — 3 



dF(x) _,.., 



dx 

Nun haben die Polynome x^ — dx — 2 und 3a;* — 3 den ge- 
meinschaftlichen Faktor x -]- 1; folglich hat die Gleichung Ffa?) = 
die beiden gleichen Wurzeln — 1. Die zweite Ableitung von F (x) 
ist = 6 o;. Diese hat mit der ersten 3 a;* — 3 keinen gemeinschaft- 
lichen Faktor. Somit hat auch die Gleichung nicht drei gleiche Wurzeln. 

Dividirt man die gegebene Gleichung durch (^ -\- U*, so findet 
man als Quotienten x — 2 ; folglich ist 

F(x) = x' — 3 X — 2 = (x + l)^ (x — 2j = 

Beispiel 2. Die zweigliedrige Gleichung o;" ^t: a = hat zur 
ersten Ableitung nx^'~^. Da diese Ableitung und die Gleichung kei- 
nen gemeinschaftlichen Faktor haben^ so sind die Wurzeln dieser Glei- 
chung alle ungleich. 

235. Bestimmung der Wertke % in speeiellen Fällen. Wenn man 

im Bruche _ ^ die Variable o; = 1 setzt, so geht der Bruch über 

in die unbestimmte Form %. Dividirt man aber Zähler und Nenner 
des gegebenen Bruches durch 1 — x, so folgt 

l — x 1 



1 — x^ — l+x 

Setzt man hierin a;= 1, so findet man als gesuchten Werth % = \. 

Wird in dem Bruche "°^ die Veränderliche a; = gesetzt, so 

erscheint dieser Bruch ebenfalls unter der Form j^. Allein nach 
§. 223 ist 

x" , X* 

8mx = X— r— r- + 



2-3 ' 2.3-4-5 
folglich 

sinx X* , X* 



= 1-5-^ + 



2-3 ' 2-3-4-6 



Für a; = giebt diese Formel -^-^=g=l als gesuchten Werth. 
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236. Allgenefnes Verfahren i«r testinming der Wertke %. Man 

stelle den Zähler des Bruches durch f(x)^ der Nenner durch 9> (x) 
dar, lasse x \\i x -\-h übergehen und entwickele nach dem Taylor'- 
schen Satze, so erhält man 

f(x + h) f(x)+f'(x)h + r(x)-!f- + .. 

f fx) 

Nun gehe Zähler und Nenner des Bruches —~~ für o; = a m% 

über, so verschwinden in diesem Falle die ersten Glieder in Zahler 
und Nenner rechts. Setzt man also o; = a und dividirt sodann 
rechts im Zähler und Nenner durch h^ so folgt 

(1, f(. + h)_ ''«+r'(«>l + ''"WTT+- 



Wird hierin A = angenommen, so kommt 

f(a) ^ f-(a) ^ 
i^ (a) «// (a) * 

Somit wird der Werth des Bruches, welcher für a; = a unter der 
unbestimmten Form % erscheint, erhalten, wenn man die erste Ablei- 
tung des Zählers durch die erste Ableitung des Nenners dividirt und 
im Resultat ^ = a setzt 

Sollten auch die Grössen f (a) und y' (a) für a; = a gleich- 
zeitig verschwinden, so giebt die Formel (1), nachdem noch Zähler 

und Nenner mit y dividirt sind 



»(• + "> ^..(,)+y..(a)| + .. 
Setzt man hierin h = 0, so folgt 

f(a) ^ r(a) ^ 
y(a) y"(«) * 

In diesem Falle wird also die zweite Ableitung des Zählers durch 
die zweite Ableitung des Nenners dividirt und sodann o; = a gesetzt, 

f (a) 

um den Werth --7-T- = S zu erhalten. 

Man sieht hieraus, dass man haben würde 

f(a)__ f"(a) 



(f(a) (f'"(a) 



— o 

— IT 



_J 
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wenn im Ausdrucke (2) f** (a) und y" (a) gleichzeitig zu Null wtti^ 
den, u. s. w. 

Beispiel 1. Der Bruch — r wird für rr = a zu Ä. Man 

schreibe 

f(x) X — a . , r(x) 1 

ff(x) X» — a»' *" *^*' ff'(x) 3x^ 

Für X =^ a wird daher der Werlh von % gleich 

f(a) ^ r(a) ^ t ^n 
^(a) (f'(a) 3 a« * 

Beispiel 2. Es soll der Werth des Bruches ^f^^ ^ fara;:=l 

^ y 1 — X 

bestimmt werden. Nun ist 

j^ 

f(x) _ lognatx r(x) _ x _ lY^—x 

y (x) "^ VifZ:^ ' ff (x) "" 1 ~ X 

2 vr==nK 

Für X = 1 wird § = ,./. = der gesuchte Werth sein. 

X« """ SID «X 

Beispiel 3. Es sei der Werth des Bruches g für 

o; = zu prüfen. Man hat 

f (x) X* — sin «X f (x) 2x — 2 sin x cosx 

(fix) ~~ X» y'(x) ~~ 3x^ 

f" (x) 1 — cos *x + sin «X f ' (x) _ 4 cos x sin x 



if*'{x) 3x <^"'(x) 3 

Setzt man hierin o; == 0, so gehen die drei ersten Brüche in die 
unbestimmte Form % über und der letzte wird = 0; folglich ist auch 
der gegebene Bruch =0 für ic = 0. 

237. Zähler nnd Nenner enthalten einen Faktor ?on der form 

m 



(»- 


-•)-. 


Ein Bruch von der Form 

m 

f(x) _(x-a)Xx) 
F(x) P 

(x-a)V(x) 



dessen Zähler und Nenner den Faktor (x — a) mit irgend einem 
Exponenten enthält, wird immer zu % für ^=a. Wenn die Expo- 
nenten des Faktors x -^ a gebrochen sind, wie diess im vorstehenden 
Ausdrucke der Fall ist, so sind die Regeln des §. 236 zur Bestimmung 
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der Werthe % unzureichend. Denn so oft auch die Differentiation im 
Zähler und Nenner wiederholt wird^ immer enthalt jedes Glied des 
Zählers und Nenners der entstandenen Brüche den Faktor x — a, im 

Zähler versehen mit den Exponenten 1, 2,.. und im Nen- 
ner mit den Exponenten ~ — 1, - — 2,... Sämmtliche Glieder wer- 
den also =0 für x=^a; also nehmen die Quotienten aller auf ein- 
ander folgenden Ableitungen die Form % an. 

In diesem Falle entwickelt man Zähler und Nenner des gegebe- 
nen Bruches direkt, indem man a-\-h für a; einführt und sodann 
A = setzt. In jedem besondern Falle ist also der Werth des Bruches 

f (a + li) 
F(a + h) 
zu bestimmen für h = 0. 

Beispiel. Das eben Gesagte findet seine Anwendung auf den 

Bruch 

f(x) _ (x^ — 4ax4-3a»)* 
F(x)"" (x»--a9)* 

Derselbe wird zu % für x = a^ aber ebenso ^}^J. , p,, A , etc. 

Man setze a-\-h für x, so erhält man, wenn die Grössen in den 
Klammern reducirt werden: 

f(tt + h) __ (h« — 2ah)> _ 1 (h — 2a)* 

F(a + h) ~ (3a«h + 3ah'»H-h»)* "" h* (3a» + 3ah + h«)* 

Für A = wird dieser Bruch = oo ; folglich wird auch der ge- 
gebene = 00 für o; = a. 

238. Bestimmung der Verthe ^. Der Bruch ^^ werde für ^=a 
zu --. Um dessen Werth zu bestimmen, schreibe man 

00 

1 



f(x) _ F(x) 



F(x) 1 



f(x) 

SO wird der Annahme zufolge die rechte Seite dieser Gleichung über- 
gehen in die Form ^ für a; = a. Der Werth dieser Form kann aber 
nach dem Vorhergehenden bestimmt werden. 

Durch passende Umformungen lassen sich die Werthe der unbe- 
stimmten Formen • oo, cX) • oo, etc. immer auf die Form % bringen 
und somit bestimmen. 



— 237 — 

Beispiel. Die Formel -, — giebt oo — oo für x = 0. 

*^ X 8in X ® 

Nun bringe man beide Brüche auf gleiche Nenner, so erhält man dafür 

sin X — X 
X sinx 

welcher Bruch zu ^ wird für o: = 0. Nach dem obigen Verfahren 
findet man hierfür durch zweimalige Differentiation im Zähler und 
Nenner den Werth ^ = 0. 



VI. %tx\t^m% %thx(iithtmx rationakr ^unMionen in parMbriiche» 

239. Erklärungen. Die gebrochenen, rationalen Funktionen sind 
enlhaiten in der allgemeinen Form 

px°-"^+qx°-'-|-..+flx+t 
x" + Px"-*+Qx"-*+..Sx + T 

worin der Exponent 72 eine ganze positive Zahl und die Grössen/?^ q,.,P,Q,,, 
konstante Koefficienten bezeichnen. Der höchste Exponent ist im Zäh- 
ler wenigstens um eine Einheit kleiner als im Nenner vorauszusetzen. 
Denn wenn der Zähler in Hinsicht x von gleichem oder höherm Rang 
ist als der Nenner, so lässt sich immer die Division des Zählers durch 
den Nenner so weit fortführen, bis man auf einen Rest kommt, dessen 
Rang um die Einheit niedriger ist als der des Divisors. 

Man setze den Nenner der gegebenen Funktion = 0, und be- 
stimme die n Wurzeln dieser Gleichungen, was immer möglich ist, 
wenn die Vorzählen P, Q, , . numerische Werthe sind. Die reellen 
Wurzeln seien a, b, c, . . die imaginären Wurzeln haben die Form 
g-j-ßV — 1 und kommen in der Art paarweise vor, dass a-J-ßy^ITf 
und a — ßy — 1 gleichzeitig auftreten. 

Es ist bekannt, dass der Nenner als ein Produkt angesehen wer- 
den kann aus den reellen, binomischen Faktoren o; — a,x—byX — c, .. 
und aus den imaginären Faktoren x — {a-\^ßy — i), . . 

240. Erster Fall der Zerlegung. Der Nenner kann zerlegt werden 
in ein Produkt ungleicher reeller Faktoren. In diesem Falle kann 
folgende Gleichung vorausgesetzt werden 

(,)• px-'+y-'-'+.. + t ^^_+_B _C_ 

x° + Px''-"' + .. + T x-a^x — b^x~c^ 
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worin die Grössen A, B, C, . . unbestimmte, von x unabhängige Zah- 
len sein sollen. 

m 

Denn wenn mit dem Nenner multiplicirt wird, so erhält man auf 
beiden Seiten Polynome vom {n — l)^*^ Grad. In denselben müssen, 
nach dem Satze der unbestimmten Koefficienteu, die Vor* 
zahlen gleich hoher Potenzen von x einander gleich sein. Dadurch 
erhält man n Bedingungsgleichungen, aus welchen die n unbestimmten, 
konstanten Grössen j4, B, C, . , bestimmt werden können. 

In der vorstehenden Formel werden die Brüche mit den einfachen 
Nennern x—a^x — b,.. Partialbrüche genannt. 

Beispiel. — 2 ' — — r^ + z — ö 

^ X* — 4 x-|-2 ' X — 2 

Mit X* — 4 multiplicirt 2 x + 3 = A (x — 2) + B (x -f 2) 

2 X + 3 r= (A + B) X — 2 (A — B) 

Die Vorzahlen gleich hoher Potenzen von x geben die Relationen 

A + B = 2, — 2 (A — B) = 3 

A:=i, B=} 

2x + 3 _ 1 , 7 

x'» — 4 ~" 4 (x + 2) "*" 4 (x — 2) 



woraus folgt 
somit 



241. Zweiter Fall der Zerlegtng. Der Nenner kann zerlegt werden 
in reelle Faktoren vom ersten Grad, wovon jedoch einzelne einander 
gleich sind. 

Nach dem ersten Falle kann geschrieben werden 

m px3 + qx^ + rx + 8 ^ A B C D 

^^ (x — a) (x — b) (x — c) (x — d) x — a "^ x — b "^ x — c "^ x — d 

Wenn nun etwa a = b = c wird, so geht hieraus hervor 

px» -[~ • • ^+ • A, , D 



(x — a)3 (x — d) X — a x — d 

wenn nämlich ^, für ^ -^ B -{- C gesetzt wird. Multiplicirt man 
diese Gleichung mit dem gemeinschaftlichen Nenner, so erhält man 
auf beiden Seiten Polynome vom 3^®° Grad, welche 4 Bedingungsglei- 
chungen unter den Konstanten p,q,,. j4,y D liefern. Unter diesen 
Konstanten sind aber nur zwei Grössen, nämlich A, und &, unbe- 
kannt. Folglich erhält man für A, und D im allgemeinen Werthe, 
welche sich widersprechen. Also ist die obige Voraussetzung (2) un- 
zulässig. 
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Damit die hypothetische Gleichung, welche die Zerlegung in Par- 
tialbrüche enthält, richtig sei, müssen in ihr so viele unbestimmte kon- 
stante Grössen vorkommen, als Bedingungsgleichungen entstehen. Die- 
ser Forderung wird entsprochen durch die Formel 



(x — a)3 (x — d) ~ (x — a)» "^ x — 



d 



Auf gleiche Weise lässt sich die Gleichung rechtfertigen 

px» + qx^ + .. + t _ Ax« + Bx + C Dx+E F 

^^ (x — a)5 (x — b)« (x — c) (X — a)» "^ (x — b)« "•" x — c 

Denn hier entstehen, wenn mit dem gemeinschaftlichen Nenner 
multiplicirt wird, zu beiden Seiten Polynomen vom 5^®*^ Grad, welche 
zwischen den Koefficienten 6 Bedingungsgleichungen liefern, aus denen 
die 6 Unbekannten A^ B, , , F bestimmt werden können. 

Gesetzt es sei die Zerlegung nach (3) ausgeführt, so dass die 
Grössen A, B, C als bekannt anzusehen sind, so kann der erste Bruch 
rechts in (3) durch folgende Formel weiter zerlegt werden 

Ax« + Bx + C A' , B' , C 



(X — a)3 (x — a)^ ' (x — a)« ' x — a 

Denn durch Entfernung des gemeinschaftlichen Nenners entstehen 
zu beiden Seiten Polynome vom 2^^^ Grad. Dieselben liefern drei Be- 
dingungsgleichungen, gerade so viele, als zur Bestimmung der Unbe- 
kannten ^', B\ C nöthig sind. 

Nach dieser Zerlegungsweise (4) kann man nun statt des Bruches 
(3) schreiben 

p X» + <|x^-[-. .-ft 
(y-a) (x--b)Mx-c) 

A . A, A„ . B I ^' i ^ 



(x — a)" (x — a)* x — a (x — b)* ' x — b x — c 

Man sieht hieraus leicht, wie die Zerlegung vorzunehmen wäre, 
wenn der Nenner der gegebenen Funktion die Faktoren (x — a)^ (x — b)^ 
enthielte. 

242. Dritter Fall der Zerlegung. Der Nenner des zu zerlegenden 
Bruches enthält imaginäre Faktoren. 

Die konjugirten imaginären Faktoren a; -f- a -|- ß V"^^ und 
rr 4" Ä — ß V— 1 geben, mit einander multiplicirt, einen quadratischen 
Faktor von der Form 

(x + «)* + iJ* = X« + 2 « X + o'» + /3^ 
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Nun lässt sich die Richtigkeit der Zerlegung durch die Formel 



px+q _ A + BV— 1 A — BV^nf 

worin A,B zu beslimmeDde Konstanten sind, leicht nachweisen; denn 
man muUipIicire mit dem gemeinschaftlichen Nenner, so kommt, da 
sich alle Glieder mit V — l aufheben 

px + q = 2Ax + 2Aa+2B/} 



A=::ip,B 



2/J 



Diese Zerlegung wird aber gewöhnlich nicht ausgeführt, um in 
den Partialbrüchen den imaginären Faktor "V— l zu vermeiden. Der 

Bruch ^ I o^^ ■ ^tt \ 0t wird also bereits als in seiner einfachsten 

X* -j- 2 « X -]- «* -J- p* 

Gestalt angesehen. 

Ist der quadratische Faktor im Nenner mehrmals vorhanden, z. B. 
dreimal, so ist das Schema der Zerlegung 

px>-f qx^H-.- + t _ 
(x'» + 2ax + a*+/J*)» 

A X + B j k!x + B' , A" x + B" 



(x« + 2«x + a*+/S*)» ' (x« + 2ax+a« + /9«)« ' x« + 2«x -f «^ + /J« 

Denn hier geben Zähler und Nenner Polynome vom 5^®° Grad 
mit 6 Bedingungsgleichungen, aus welchen die 6 Konstanten A^ByA\.. 
bestimmt werden können. 

243. Allgeneiner Fall. Die gebrochene Funktion habe einen Nen- 
ner von der Form (x^ -{-2 ax -[- a^ -\- ß^^" (x — aj"" (x — b)^, . . 
Nach den entwickelten Gründen giebt die Zerlegung folgende Partial- 
brüche 

Ax + B A, X + B, , ■ '^n-.lX+Bn_i 

(x« + 2ax+a«+/J«)"(x*+2icx+a«+/J«)"-^x« + 2«x +«*+/»« 

C , C. Om-i DP, , Pp-l 

(x-a)"" "^(x-ar-*"^ '"^ x-a"^(x-b)P "^ (x-b)?-*"^ "^x - b 

Beispiel. Zu zerlegen ^^, ^l^j^^^\^^^^ 

Da hier der quadratische Faktor die imaginären Faktoren 

X • + 4 X + 4 + 4 = (x + 2 + 2 y:ri) (x + 2 - 2 yzn) 

giebt^ so wird das Schema der Zerlegung sein 
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6x-f2x^ _ A + Bx C 

(x*H-4x-f8)(x + 2) "~x*+4x + 8 "^ x + 2 

6 X + 2 X « = (2 A + 8 C) + ( A + 2 B + 4 C) X + ( B + C) X '^ 

Die Vorzahlen gleicher Potenzen von x geben die Bedingungs- 
gleichungen 

' 2A + 8C=:0,..A = 4 
A + 2B+4C=:6,..B = 3 

B + C = 2, ..C = — 1; folglich 

6x-|-2x^ _ 4 + 3x l_ 

(x« + 4x-f-8)(x + 2) ~'x« + 4x + 8 x+2 

244. Anwendug der VifFerentialreeknHiig «vf die Zerlegung im Par- 
tialbnieke. Die Bestimmung der unbekannten Konstanten in den Zäh- 
lern der PartialbrUche ist nach dem Satze der unbestimmten Koeiücien- 
ten oft sehr weitläufig. Schneller fuhrt die Anwendung der Differen- 
tialrechnung zum Ziele. 

Anwendung auf den ersten Fall. Der Zähler der gebro- 
chenen Funktion sei f(x), der Nenner F (x), so hat man 

r(x) _ > ^ B^_^^^^,__ 



F(x) X — a ' x — b ' X — c 

Man multiplicire mit x — a, so folgt 

^ F(x) X — b X — c 

Setzt man hierin o; = a, so wird F (x) = 0, da a eine Wurzel 
dieser Gleichung ist. Folglich geht die vorstehende Formel über in 

Nun wende man die in §. 236 angegebenen Regeln zur Bestim- 

V — — A 

mung von ■ „. . ■ = % an. Die erste Ableitung des Zählers ist = 1 , 

des Nenners = F' (x)^ folglich für a; = a 

1 



F'(a) 
Folglich A = ^^ 

Ganz ebenso ist . . B = -^rrr^ 

¥ (b) 

^-Fl^"-*"^- 

Beispiel. Es sei zu zeriegcn ^a^g^^ J^i^^^^^ 

AuTBNHBfMBB, ElemeDtarbuoli. 15 
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Die Wurzeln der Gleichung a;'+6a:*-f-ll x -{- 6 = sind 
1, — 2, — 3. Ferner ist 

f (x) = X« + 4, F' (x) = 3 X* + 12 X + 1 1 

farx = — 1, f(--l)=:5, F'(~l)=l 

x= — 2, f(— 2) = 8, F'(--2)=r— 1 

x=: — 3, f(— 3)==13, F'(— 3) = 2 

x« + 4 5 8 , 13 

-r 



x' + Öx'^ + llx + e ~"x + l x + 2 • 2(x+3) 

S45. AnwettduBg a«f den iweiten Fall. Man habe die Zähler der 
Parüalbrüche in folgender Formel zu bestimmen: 

f(x) _ A ■ B C D 

(x — a)* ~" (x — a)* *^ (x -a)» "^ (x— a)« "^ x — a 

Multiplicirt man mit dem Nenner und differentiirt die entstandene 
Gleichung, so erhält man successive: 

f(x) =:A + B(x — a)+C(x-a)« + D(x — a)» 
f(x) =B + 2C(x — a) + 3D(x — a)« 
f"(x) =2C + 6D(x--a) 
f " (x) = 6 D 

Setzt man in diese Gleichungen j? = a, so erhält man 

A = f(a), B = f(a), C = if'(a), D=-^f'"iH) 

Man sieht, me zu verfahren ist^ wenn der Nenner der Funktion 
(x — a)^ ist 

Beispiel. Es sei zu zerlegen / \.. . Man erhält 

f (x) = X« H- 2, folgl. A = f (3) = 11 

f (x) =2x B = f(3)=6 

f"(x) =2 C=:4f"(3)=l 

r'(x)c=0 D =0 

x* + 2 _ 11 , 6 ■ 1 

(x — 3)* ~~ (x — 3)* "*" (x — 3)« "^ (x — 3)« 

Ferner sei der Nenner der gegebenen Funktion fx — a)^ (x — b). 
Man wird voraussetzen 

f(x) _ A , B ■ C 



(x — a)'» (x — b) "" (x — a)^ 
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Man schaffe den Nenner weg und bilde die Ableitungen der ent- 
standenen Funktion, so erhalt man 

f (x) = A(x — b) + B(x— a)(x — b) + C(x — a)« 
f (x) m A + B (x — a) + B (x — b) -I- 2 C (x — a) 
r (x) = 2 B + 2 C 

Setzt man hierin x=^ a, so folgt 

f (a) = A (a — b), T (a) = A + B (a — b), f (a) = 2 B + 2 C 

aus welchen Gleichungen j4, B, C sich leicht ergeben. 

Endlich sei der Nenner der gebrochenen Funktion (x — a)^9>(xj, 
so dass man folgendes Schema der Zerlegung hat 

(X — a)" (p(x) (x - a)" (x - af -* (x - a)»-« ' * x — a "^ <y. (x) 

worin \)/ (x) ein ganzes rationales Polynom ist von niederem Grade 
als SP (^J- Durch Beseitigung des Nenners erhält man 

f(x) = Ay(x) + B(x-a)(/.(x) + C(x~a)Xx) + ... 
+ H (x - a)"^* <^(x) + V(x) . (x ~a)» 

Wird diese Gleichung, wie in den beiden vorhergehenden Zer- 
legungen wiederholt difierentiirt und sodann x = a gesetzt , so er- 
hält man 

f(a) = A.y(a) 

r(a) = A-«^'(a) + B.«^(a) 
f ' (a) = A • <^" (a) + B • 2 <^' (a) + C • 2 y (a) 
f" (a) = A . (f"' (a) + B • 3 y" (a) + C . 6 <f ' (a) + D • 6 y (a) 
etc. etc. etc. 

Aus diesen Gleichungen lassen sich nun die unbestimmten Kon- 
stanten ^, B, C, . . bequem bestimmen. 

S4((. AnwendHDg avf den dritten Fall. Der Nenner enthalte zu 
nächst nur einen quadratischen Faktor, so dass man hat 

f(x) _ Ax+B ^ t/'CxI 



(x» + 2ax + ««+/J»)^(x) ■" x*+2ax + a^+/J« ' <f(x) 

WO \[/ (x) ein ganzes rationales Polynom ist von niederem Grade als 
9 (x). Durch Entfernung des Nenners folgt 

f(x) = (Ax+B)(3p(x) + V(x)-(x« + 2ax + «« + ^*) 

Setzt man hierin a;*+ 2 aa;-[-<»* + ß* = 0, alsoa:= — «i^^--^» 
so verschwindet der letzte Theil rechts und es sind in der Gleichung 

16* 
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Dur Doch die Unbekannten A, B, nebst konstanten Grössen mit oder 
ohne V— i enthalten. Die Gleichung Iflsst sich also auf die Form 
bringen P -{- Q V— i = 0. Diese Gleichung kann aber nur bestehen, 
wenn P = und ^ = 0. Aus diesen beiden Bedingungsgleichungen 
ergeben sich alsdann j4 und B. 

Wenn der Nenner den quadratischen Faktor mehrmals enthält, so 
kann man setzen 

f(x) ' _ Ax+B 

j Cx + P , , ^(x) 



(x» + 2ax + a« + /J«)""'' ^W 

WO \p (x) dieselbe Bedeulung hat wie oben. Man entferne die Nen- 
ner, so folgt 

(a) f(x) = (Ax-hB)ff(x) + (Cx + D)(x« + 2ax + a«+ny(x) + .. 

+ (x»+2ax + a« + /J*)Xx) 

Für a;* + 2 a x -f- a* -f~ ß* = verschwinden alle Glieder 
rechts bis auf das erste, es bleibt noch eine Gleichung, welche die 
Form P -\- Q V — l = annimmt. Aus den Bedingungsgleichungen 
P = und Q ergeben sich sodann die darin enthaltenen Unbekannten 
A und B. 

Um C und D zu bestimmen, bilde man die erste Ableitung von (a). 
Man hat 

r(x) = A<^(x) + (Ax+B)<^'(x) + [C<3P(x)+Cxy'(x)+Dy'(x)]X 
(x«+2ax + ««+/J«)+(Cx + D)(2x+2o)y(x) + .... 

Setzt man hierin o:* + 2 a a; + a* -j- ß^ = 0, so folgt 

f(x) = A<f(x) + A(x+B)y'(x) + (Cx + D)(2x + 2«)y(x) 

in welche Gleichung x =- — « zb /5 V— i zu setzen ist. Auch diese 
Gleichung nimmt die Form P -\- Q "V — i = an, so dass aus P = 
und Q = sich C und D ermitteln lassen. Natürlich müssen die 
Werthe von A und B aus den vorigen benutzt werden. 

Man sieht, wie zu verfahren ist, wenn zwei weitere Konstanten 
bestimmt werden sollen. 



VII. IVlajEima und Iftiimmr iec duntttione». 

247. FuktiMn Mit eiaer ¥«rUbeU. Es wurde io §. 24 erhlürt, 
was unter dem Haiitnum und Hinimuni einer Funklion zu verstehen 
ist und gezeigt, dass solche Werthe, die man auch Öfters ausge- 
zeichnete nennt, als Ordinaten einer Kurve y^f(x) gedacht, 
nur möglich sind, wenn man eine Tangente so an die Kurven legen 
kann, dass sie parallel mit der Abscissenaxe, d. b. dass das DilTeren- 
ti a I verbal In i SS -^ = wird. Allein es konnte daselbst noch kein auf 
die DilTerenlialrechnung gegründetes analytisches Merkmal angegeben 
werden, um diese Werlhe als grOssle und kleinste zu erkennen. 

Es bezeichne x die einem Maximum oder Minimum entsprechende 
AbEcisBe A (Fig. 87), Blan lasse x um h^ A C ^ A C 2U 
oder abnehmen, so ist nach dem Tajior'schen Salze, wenn bereits 



ix- 



= gesetzt wird. 
(» r(x-h)-f(«)=^ 



i'l 



dx» 



Man kann nun k immer so klein annehmen, dass in diesen Reihen 
die Glieder mit der dritten und den höheren Potenzen von h gegen 
die Glieder mit A* verschwindend klein sind. Unter dieser Voraus- 
setzung ist also 

(3) f(»-|-h)-f(x)=-; 

(1) f(x-h)--l(x)= ^ -^ 

Sind die beiden Nachbarwerthe C D ^ f(x + h) und C D' = 
f(x — k) zugleich kleiner als A B ^=f(x), so ist f(x) ein Maxi- 
mum; sind sie zugleich grosser als f(x), so ist ^\^^ 37 
f(x) ein Minimum. FOr ein Maximum müssen 
also die rechten Seiten in (3) und (4) negativ sein, 



tiv ist, da der andere Faktor A* immer positiv 
bleibt. Für ein Hinimuia müssen jene rechten 
Seiten positiv sein, was nur mOglich ist, wenn -y-%- 
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Man bilde aus der Gleichung y =^ f (oc) oder auch aus der Glei- 
chung y (x, y) = den ersten und zweiten Differentialquotienten, 

setze den ersten -r^ = , bestimme die Wurzeln dieser Gleichung 
-X r= und führe sie in die Grösse ~^^ ein. Diejenigen Wurzeln, 
welche . ^ negativ machen, liefern ein Maximum; diejenigen, welche 
. g positiv machen, ein Minimum. 

dy 
Bewirken die Wurzeln, welche aus -j^ = entspringen, dass 

d^ V 
auch -j-^ = wird, so gehen die Formeln (l) und (2) über in 

(5) f(x + h)-f(x)=:-y-.Ji^ + -5^-^T3T4-+ • 

d' V h* d* V h^ 

Man denke sich hierin k wieder so klein, dass die Glieder mit 
A*, Ä*, . . gegen die Glieder mit k^ verschwindend klein werden. Diese 
Glieder mit ä*, welche den Werlh der Differenzen f(x-\-h) — f(x) 
und f(oi^ — h) — f(x) m (5) und (6) bestimmen, haben entgegen- 
gesetzte Zeichen. Diese Differenzen können alsdann nur gleiche Zeichen 
annehmen, wenn die ersten Glieder rechts zu Null werden. Allein der 

d' y 

Faktor :Ä^ ist nicht = 0; folglich muss . g - = sein. 

Alsdann können in den Reihen (5) und (6) die Glieder mit h^, 
wegen der Kleinheit von A, grösser vorausgesetzt werden, als die 
Summe aller folgenden Glieder. Die Glieder mit h^ haben gleiche 
Zeichen. Es wird also y ein Maximum, wenn diese Glieder negativ, 

d't V 

also wenn -j^ negativ ist; es wird y ein Minimum, wenn diese 

d^ V 
Glieder positiv, also wenn . ^ positiv ist. 

Sollten die Werthe von x. welche -r^, . « und -j-^- zu Null 

' dx dx* dx* 

machen, bewirken, dass auch . ^ = wird , so wäre dasselbe Ver* 

d X* ' 

fahren auf die folgenden Differentialverhältnisse zu übertragen. 

248. Aufgabe. Es sollen die ausgezeichneten Werthe der alge- 
braischen Funktion 

bestimmt werden. 
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Man erhält durch Differentiatiob 

dx d X* 

Setzt man den ersten Differentialquotient 2 x -\- a = Oy so wird 



a 



a 



« 



X = — y. Für diesen Werth von x wird die Punktion y = b — -j 

ein Minimum, weil der zweite Differentialquotient = -}- 2, also positiv 
ist. Jede Funktion von der Form x^ -^ ax -\' b hat also einen aus- 
gezeichneten Werth und zwar ein Minimum. 

249. Aufgabe. Zu bestimmen, für welche Werthe von x das Po- 
lynom 

y=:3x*+4x» — 36x« + 24 

ZU einem ausgezeichneten Werthe wird. 
Man hat 

4^=:12x» + 12x« — 72x; ^T" = 36 x« +24 x — 72 
dx d x* ' 

dv 

Setzt man -j^ = 0, so folgt 

x»+X» — 6x=:0 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind 

X = 0, X=:2, x = — 3 

d^ V 
Für X = wird -^-^ = — 72, also negativ. Somit ist das 

Polynom für x = ein Maximum und zwar = 24. 

d^ Y 

Für a? = 2 ist . g = 120, also positiv. Somit wird die Funk- 
tion hierfür zu einem Minimum. Dieses Minimum ist =^ — 40. 

Für x=: — 3 endlich wird . ^ = 180, also wieder positiv, 
somit die Funktion zu einem Minimum, dessen Werth = — 165. 

290. Aufgabe. Man soll bestimmen, für welche Werthe von x in 
der unentwickelten Funktion 

(1) y« + 2xy + 4x* — 12 = 

die Grösse y ein Maximum oder Minimum werde. 

Indem man x als unabhängig Variable betrachtet und zweimal 
differentiirt, so kommt 

(2) (2y + 2x)dy + (2y + 8x)dx = 

(3) (dy + dx)dy + (y + x)d«yH-(dy + 4dx)dx=:0 
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Man dividire (2) mit dx und '(3) mit dx*^ so ist 

d V 

Setzl man in diesen Gleichungen -^ = 0, so folgt 

(4) y + 4x = 

d«y __ 4 



(5) 



dx* X 4" y 



Mit Hülfe von (4) und (1) erhält man als korrespondirende Werthe 
der Variabein 

xrz+l, y=r-4; folglich -^ = + -1 

_. __ d*y __ 4 

X — — 1' y-- + 4; „ "d^ — ^T 

Folglich wird für x = -{- l die Grösse y zu einem Minimum 
und für o; = — 1 zu einem Maximum. 

251. Aufgabe. Für welche Werthe von x wird in der Formel 

y = (a~x)* + b 

die Grosse y ein Maximum oder Minimum? 

Es ist 

d V d^ V 

-j^ = -4(a-x)3; ^=i2(a-x)- 

Aus -j^ = folgt X =^ a. Hierfür wird -^~% = 0. Also kann 

aus dem zweiten DifTerentialquotienten nicht entschieden werden, ob 
X = a einen ausgezeichneten Werth liefert. Allein durch weitere 
Differentiation erhält man 

dx» - ^*^* ""^^ dx* ~^^* 

Für X = a wird nun auch der dritte Differenlialquotient = 
und da der vierte positiv ist, so wird y ein Minimum für x = a, 

232. Aufgabe. Es sollen die ausgezeichneten Werthe der Funktion 

y = sin 'x co« x 

unter der Voraussetzung bestimmt werden, dass sich der Bogen x von 
a: = bis x = 2w ändern könne. , 
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Durch Differentiation kommt 

JJL- 
dx ~ 



dy _ 



810 'x -f- 2 810 X COS ^X 

d' Y 

-i — 5- = — 7 cos X sio *x + 2 cos ^x 
dx* 

Aus —^ = folgt, indem man cos *x = \ — sin ^x selzt 

sio X (— 3 sio «X + 2) = 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind 

siox==0; siox = + y}; sIdx = — V}" 

Vermöge der Relalion cos *a; = 1 — sin *x entspricht der ersten Wurzel 
cos ;r = ^ 1 , der zweiten cos o? = ^J:: Yi und der dritten ebenfalls 
cos ic = ;J:: Vf Um die Resultate besser übersehen zu können, kon- 
struire man die gegebene Gleichung. Man erhält eine Kurve von der 
Form AB CG (Fig. 88). Es entstehen sieben ausgezeichnete Werthe, 
nämlich 

Mioima io A, C, E, G 3Ft0. 88. 

Maxima to B, D, F 

Man hat folgende Systeme zu- 
sammengehörender Werthe für diese 
Punkte: 




A, G . . sio X = 0, 



D. 
B. 
C. 
E. 
F. 



810 X = 0, 



io X = Yi, 



SIO 



SIO 



cosx = 



54044' 

180 



cosx = l, x = 0, 27r, 

COSX =:= — l, X : 

VT x: 

io X =: V|~ cos X = — Vj^ X ; 

= — V}i COSX = — Y\, X 

=^ — Vf^ cos X = Vj^ X : 



d«y _ 



■7t, 



dx» 

d'y 
dx* 

d'^y 



dx^ 



SIO X 



I250I6' d«y 
180 ^' dx« 

234044' d* y 
-18Ö-"' 

305OI6' 



SIOX 



180 



^, 



dx» 

d«y 
dx« 



+ 2 
— 2 

~4-VT 
4 VT 

4 Vi 

-4VT 



2S3. Aufgabe. Man soll den Kugelabschnitt von gegebenem Volu- 
men bestimmen, dessen Mantelfläche ein Minimum ist. 

Das Volumen des Kugelabschnittes sei = f^, seine Mantelfläche 

= F, seine Höhe = k und der Radius der zugehörigen Kugel == r, 
so ist 

(1) F = 2r7rh 

(2) VrzTrhMr-ih) 
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Aus (2) folgt 

' = J'' + i;Ir 

Setzt maD diesen Werth in (1), so kommt 



3 

Durch DilTerentialion ergiebt sich, indem man f^ als konstant be- 
trachtet 

Setzt man den ersten Differentialquotienten = 0, so folgt 
Vermittelst dieses Werthes von h wird 

d« F _ 4 TT 8 TT. 

— ö r 



dh* "■ 3 ' 3 

Da dieser Werth des zweiten Differenlialquotienten positiv ist, so 
wird F ein Minimum für 

Führt man diesen Werth von h in (2) , so folgt r =^ h. Der 
Kugelabschnitt, dessen Mantelfläche ein Minimum ist bei gegebenem 
Körperinhalt, hat somit die Form einer Halbkugel. 

254. foösste Dichtigkeit des Wassers. Hallström hat die Ausdeh-# 
nung des Wassers bei Temperaturen innerhalb 0,8 und 32,5 Grad 
Celsius^ durch 64 Versuche bestimmt und unter Anwendung der Me- 
thode der kleinsten Quadrate folgende Formel gefunden 

a = 1 4- 0,000052939 1 — 0,0000065322 1* + 0,00000001445 t» 

worin s das specifische Gewicht und t die Temperatur des Wassers 
bezeichnet. 



Es folgt 
ds 



dt 

d«8 
dt« 



=: 0,000052939 — 0,0000130644 1 + 0,00000004335 1« 
= — 0,0000130644 + 0,00000008670 1 
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Aus -jT- = folgt 

t = 4,108oC. 
d^ s 

Für diesen Werth von t wird ^^a negativ, also s ein Maximum. 

Mithin ist die Dichtigkeit des Wassers, nach diesen Versuchen, am 
grössten bei 4,108^ C. 

2S5. laxinuilleistiiiig eines untersehiäehtigen Wasserrades. Eine 
Wassermasse m fliesse mit einer Geschwindigkeit f^ gegen die Schau- 
feln eines untersehiäehtigen Wasserrades (Fig. 89). Die mittlere Um- 
fangsgeschwindigkeit der Radschaufeln sei = v. Bei welchem Ver- 
hältniss zwischen ^und v wird die Arbeit des Wassers ein Maximum? 

Die Arbeit, welche das Wasser per Sekunde verrichtet, wird er- 
halten, wenn man den Druck, welchen das Wasser in normaler Rieh- 
tung gegen die Schaufeln ausübt, multiplicirt mit der Geschwindigkeit v, 
mit welcher der Druck der Bewegung des Rades folgt. Nun ist aber 
der Druck des fliessenden Wassers proportional der _ ^g 

Masse m und der relativen Geschwindigkeit F' — v, 
also = am (V — v), wobei a eine konstante Grösse 
bezeichnet. Folglich ist die gesuchte Arbeit, die mit 
A bezeichnet werden mag 

A = ain(V — ▼) V . 
Hieraus folgt, indem man v und A als variabel betrachtet 

r= a m ( V — 2 v) ; . ^ ■- = — 2 a m 




dv " '' d?^ 

Aus -j^ = folgt f^ — 2 ü = 0, also v = ^ f^, und da —^^ 

negativ ist, so leistet das Rad am meisten, wenn seine Umfangsge- 
schwindigkeit die Hälfte ist von der Geschwindigkeit des die Schaufeln 
stossenden Wassers. 

256. Bemerkung lur Lehre vom laximum und linimiim. Die Glei- 
chung y = f(x) oder <jp (x, yj = liefere für einen gewissen Werth 
von X einen grössten Werth für y. Man stelle diese Gleichung geo- 
metrisch dar, zeichne die grösste Ordinate ein und ziehe noch in sehr 
kleinen, gleichen Abständen benachbarte Ordinalen, so weichen diese 
Nachbarordinaten nur sehr wenig von der grössten ab. Mit andern 
Worten: es ändert sich die Funktion y sehr langsam in 
der Nähe ihres Maximums. Das Gleiche gilt ebenso von den 
Werthen in der Nähe des Minimums. 



— 252 — 

Wie in §. 255 die Geschwindigkeit v des Wasserrades von deno 
vortheilhaflesten Wertbe v = ^ V allmälig abweicht, so nimmt die 
Arbeit des Rades langsam ab. Es ist diess eine vortheilbafle Eigen- 
schaft des Wasserrades, weil die Geschwindigkeit des Rades innerhalb 
gewisser Grenzen variiren kann, ohne dass merklich an Leistung ein- 
gebüsst wird. 

237. laxina ind liiiima der Funktioiieii nit iwei MMabhängig Ya- 
riabelii. Es sei » = /Y^> y) eine Funktion mit den beiden unab- 
hängig Veränderlichen w^ y. Ferner seien h und k sehr kleine Grossen. 
Man lasse die Variabein x^ ^ durch sehr viele Werthe stetig aus x — h 
va X -\'h und aus y — k in y -\- k übergeben und stelle jeden die- 
ser Werthe von x mit jedem Werth von y zusammen, so wird jedem 
Paar dieser Werthe ein besonderer Werth von z entsprechen. Wenn 
nun für ein Paar dieser Werthe von x^y die Grösse % grösser oder 
Meiner wird als für alle andern Paare, so wird % im einen Fall ein 
Maximum, im andern ein Minimum genannt. 

Nun seien Xy y solche Werthe, welche z zu einem Maximum oder 
Minimum machen, so muss die Differenz 

(1) f(x+li, y + k)-f(x,y) 

im Falle eines Maximums immer negativ, im Falle eines Minimums 
immer positiv sein, ob man sich die kleinen Werthe von h und k po- 
sitiv oder negativ denkt. 

Nach dem Taylor'schen Satze ist nun, wenn k =^nh gesetzt wird 



(2) f(x + h,y + k)~f(x,y) = h(-J^ + n||-) 






+ 



Denkt man sich hierin /^ und k so klein, dass das erste Glied 
rechts die Summe aller folgenden Glieder überwiegt, so wird das Zei- 
chen der Differenz (1) vom Zeichen der Grösse 



<» '•(lr+"47) 



abhängen. Allein das Zeichen dieser Grösse ändert mit dem Zeichen 
von hy das sowohl positiv als negativ sein kann. Die Differenz (1) 
kann also nicht für alle Werthe von k und h entweder nur positiv 
oder nur negativ sein, ohne dass die Grösse (3) in der Reihe (2) ver- 
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schwindet. Setzt man aber die Grösse (3) gleich Null, so ist zu be- 
achten, dass diess nur möglich ist, wenn 

/»\ dz , da . 

(4) -j ^n-r— = 

dx ' dy 

da h nicht = gedacht wird. Und da in (4) die Grösse n als Ver- 
hältniss zwischen h und k willkürlich ist, so wird die Bedingung (4) 
nur erfüllt, wenn man zugleich setzt 

(5) 4^ = 0. 4^ = 

dx dy 

Man denke sich nun in der Reihe (2) das Glied mit k weg und 
sodann h und k so klein, dass das Glied mit k^ die Summe aller 
folgenden Glieder übertrifft. Ist dieses Glied für die Werthe von x, y, 
welche aus (5) hervorgehen, positiv, wie auch k und h beschaffnen sein 
mögen, so wird z ein Minimum; ist es negativ, so wird z ein Maxi- 
mum. Allein das Zeichen jenes Gliedes hängt nur ab von der Grösse 

ra\ d*2 . , d*Z , , d*2 



dx* dx dy ' dy* 

da der Faktor A^ immer positiv ist. Der Einfachheit wegen schreiben 
wir für diese Grösse 

wobei die Bedeutung der Grössen ^^ B, C durch Vergleichung mit 
(6) sich leicht ergiebt. Dafür kann man setzen 



*'[-^+''" !-+»•] 



Man addire in der Klammer -7^ — 7^, so kommt 



B« B« 



In diesem Ausdrucke (7) ist (~^ + i>) immer positiv. Wenn 

man daher setzt 

-^-^^0, oder AC>B« 

so ist die Grösse in der viereckigen Klammer in (7) immer positiv 
und es hängt alsdann das Zeichen von (7) nur vom Zeichen der 
Grösse C ab. Ist in diesem Falle C positiv, so wird z ein Minimum ; 
ist C negativ, so wird z ein Maximum. Damit aber die Bedingung 

A C-^B^ erfüllt werden kann, muss das Zeichen von AC immer 
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positiv sein; also müssen A und C gleiche Zeichen haben. Hieraus 
ergeben sich folgende Regeln: 

Man selze die beiden ersten Differentialverhältnisse -i — und 



dx dy 

gleich Null und bestimme daraus sämmtlicbe zusammengehörige Werthe 
von X und y. 

Man führe diese Werthe von x und y in die zweiten Differential- 
verhältnisse . a » A a * 1 — T- ein. Wenn hierbei 

dx* dx* dx dy 

d* z d* z 

a) die beiden Grössen . g und ■ ^ gleiche Zeichen haben und 

d*z 

b) wenn ihr Produkt grösser oder gleich ist dem Quadrat von , . ; 

so entsteht ein ausgezeichneter Werth für x und zwar ein Maximum, 

d* z d* z 

wenn das Zeichen von . ^ oder . ^ negativ; ein Minimum, wenn 

dieses Zeichen positiv ist. 

Wenn diejenigen Werthe von Xy y, welche die ersten Differential- 
verhältnisse zu Null machen, auch die zweiten zum Verschwinden 
bringen; so ist aus dem Bisherigen klar, dass alsdann nur dann ein 
Maximum oder Minimum entstehen kann, wenn für jene Werthe von 
Xy y auch die dritten Differentiaiverhältnisse zu Null werden und die 
vierten zusammen entweder negativ oder positiv bleiben, welche Werthe 
auch h und k haben mögen. 

258. Aufgabe. Eine gerade Linie von der Länge a in drei Theile 
zu theilen, dass das Produkt der Theile ein Maximum werde. 

Die Theile seien Xyy, a — x — y und ihr Produkt a?, so wird sein 

z=:xy(a — X — y) 

Folglich die ersten Differentialverhältnisse 

dz 



dx 



=:ay — 2xy — y« 



-^nx — 2xy — x* 



dy 
und die zweiten Differentialverhältnisse 



d»z ^ d^z _ 

dx' '' dy* 

d*z 

= a — 2x — 2y 



dx d y 

Setzt man die ersten Differentiaiverhältnisse = 0, so folgt 

a— 2x — y = 0; a— 2y — x = 
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Durch Auflösung dieser Gleichuugen erhält man 

Führt man diese Werthe von x^ y in die zweiten Diflerentialver- 
hältnisse ein, so wird 

d^z _ 2 a d«2 _ 2 a d^z _ ^ 
dx* *~ 3 ♦ dy* *" 3 ^ dx dy~" T 

d^ z d^ z 

Da die Werthe von .^9 und ^ a gleiche Zeichen haben und 

«j 

d^ z 
zudem ihr Produkt grosser ist als das Quadrat des Werthes von j-— r-» 

so wird z zu einem ausgezeichneten Werthe für x =^y z=z ^ a und 

d^ z 
zwar zu einem Maximum, weil das Zeichen von ■ . , negativ ist. Das 

Produkt der Theiie wird also ein Maximum, wenn diese Theile einan- 
der gleich sind. 

259. Aufgabe. Man soll die Form desjenigen rechtwinkeligen Pris- 
mas bestimmen, dessen Oberfläche bei gegebenem Körperinhalt ein 
Minimum ist. 

Es seien Xy y, z die Kanten des Körpers , f^ sein Volumen und 
F seine halbe Oberfläche, so ist 

(1) V=:xy2 

(2) F=:xy + xz + y2 

Führt man den Werth von ;9 aus (1) in (2), so folgt 

F = xy + Vy-* + Vx-"^ 
Die ersten Diflerentialverhältnisse dieser Gleichung sind 

dF -. »j dF -, _j 

-i — = y — Vx ; -i — =x — Vy 
dx ^ dy ^ 

und die zweiten 

dx* ' dy* "^ dx dy 

Setzt man die ersten Diflerentialverhältnisse = 0, so folgt 

x = y = yv' 

Hierfür erhält man als Werthe der zweiten Diflerentialverhältnisse 
d«F __ d*F _« d«F __, 



dx« ' dy* * dx dy 

Da die Werthe der beiden ersten dieser Verbältnisse positiv sind 
und da ihr Produkt zudem grösser ist als das Quadrat des Werthes 
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von :i — :i-, so wird F ein Minimum für o; = y = Vv. Allein mit 

d X d y ^ 

Rücksicht auf (1) wird auch s = x=^y. Hithin hat unter allen 
rechtwinkeligen Prismen von gegebenem Körperinhalt der Würfel die 
kleinste Oberfläche. 

2M. Aufgabe. Es sind zwei gerade Linien im Raum gegeben. 
Man soll ihren kürzesten Abstand bestimmen. 

Man beziehe diese Geraden auf drei rechtwinkelige Axen A x^ 
A tfy A »^ nehme die eine Gerade in der Axe A x an , so wird die 
andere in dem Räume vorausgesetzt werden können, welcher von den 
drei Coordinaten- Ebenen x y, x z und yz gebildet wird. Die Pro- 
jektionen dieser zweiten Geraden auf den Ebenen x y und x z sind 
gerade Linien; die Gleichungen dieser Projektionen seien 

wobei die Konstanten a, a und b, ß als gegeben zu betrachten sind. 
Der kürzeste Abstand beider Geraden sei = T?; sein Endpunkt 
in der Axe Ax habe zur Abscisse x\ der andere Endpunkt zu Coor^- 
dinaten Xy y^ z, so wird p zur Diagonale eines rechtwinkeligen Pris- 
mas, dessen Kanten parallel zu den drei Axen liegen und die Werthe 
X — x\ y und z haben. Deshalb wird sein 

(2) p»=:(x~xO* + y* + a* 

Führt man hierin die Werthe von y und z aus (1)^ so folgt 

(3) p«i=(x-xO* + (ax+«)« + (bx + /?)« 

Wird hierin p^ ein Minimum, so wird es auch p. Man bezeichne 
deshalb p^ mit u, so erhält man als erste Differentialverhältnisse, in- 
dem man x und x' als die beiden unabhängig Veränderlichen be- 
trachtet 

-j^=:2(x-x0 + 2a(ax + «) + 2b(bx+/?) 
4l = -2(x_x0 

und als zweite Differentialverhältnisse 

"•- =2 + 2.« + 2b«; -^ = 2; ,-^, = -2 



dx» ' ■ - » <jx'» ' dxd 

Aus -j^, = folgt X = x\ d. h. der Abstand p ist senkrecht 

auf Ax, also auf der ersten Geraden. Da nun aber die Geraden ver- 
tauscht werden können, so folgt, dass dieser Abstand auf beiden Ge- 
raden senkrecht steht. 
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Setzt man -j— = und führt o:' = o; ein, so erhält man 

a«4-h/? 



a« + b* 

Führt man diesen Werth von x in (3) und setzt x = x', so folgt 

nß — ha 



Dieser Werth von p ist ein Minimum; denn die Werthe der 

d^ u d^ a 

zweiten DifTerentialverhältnisse -j— 2- und ■ ,g hahen das gleiche po- 
sitive Zeichen und ihr Produkt ist gri)sser als das Quadrat des Wer- 

.u d^u 

thes von -^ — j— ;. 
dx d X 

SCI. Aufgabe. Man soll von einem Punkt ausserhalb einer Ebene 
ein Loth auf diese Ebene fällen. 

Die Coordinaten des gegebenen Punktes ausserhalb der Ebene 
seien x\ y\ z* und die laufenden Coordinaten der Ebene Xy y, z. Die 
Gleichung der Ebene sei 

(1) z=:ax + by + c 

Man verbinde den gegebenen Punkt mit dem Punkte Xy y, z der 
Ebene durch eine Gerade. Die Länge dieser Geraden sei p. Legt 
man durch die Endpunkte von p Ebenen, welche parallel sind zu den 
Coordinatenebenen x y^ x z und y Zy so ,schliessen sie ein rechtwin- 
keliges Prisma ein, dessen Kanten x — x'y y — y* und z — z* sind. 
Die Länge der Diagonale p dieses Prismas ist daher 

(2) p z= "V (X - X')* + (y >- yO" + (z - z')« 

Führt man den Werth von z aus (1) hier ein, so erhält man 

(3) p = Y(x-xO^ + (y-yr + (ax+by + c-z'r 

Damit nun p senkrecht auf der Ebene steht, muss der Werth 
von p ein Minimum werden. Die ersten partiellen Differentialverhält- 
nisse von (3) sind 

d p X — X* -t- a (a X -|- t) y -{- <"- — zQ 

dx p 

dp _ y — y' + l>(ax + by-f c — z' ) 

<iy P 

Setzt man diese DifTerentialverhältnisse = und führt wieder 
den Werth von z aus (1) ein, so kommt 

(4) x--x'-|-a(z — z') = 

(5) y-yi-f b(z-z') = 
A^TBNHBiMBR , Elemcntarbucb. 17 
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Vermöge dieser BediDgiingsgleichungen (4) und (5) werden die 
zweiten DifTerentialverhüItnisse 



d> 


l-faV 


d' p 1 + b* 


d> ab 


dx^ 


- P ' 


dy» p ' 


dx dy p 



Die beiden ersten dieser Verhältnisse sind positiv, ihr Produkt ist 
grösser als das Quadrat des dritten Verhältnisses; also wird p ein 
Minimum, wenn die Gleichungen (4) und (5) stattfinden. 

Die Formel (4) kann als die Gleichung der Projektion des Lo- 
thes p auf der Ebene x s und die Formel (5) als die der Projektion 
von p auf der Ebene y z angesehen werden. Man nennt daher diese 
Formeln kurzweg die Gleichungen der Geraden p. 

Um die Länge des Minimalwerthes von ;; zu finden, könnte man 
aus (1), (4) und (5) die Grössen x, i/, z berechnen und in (3) ein- 
führen. Allein man kommt schneller zum Ziel, wenn man setzt 

(6) z' =: a x' + b y' + c — c' 

worin & eine neue Konstante bezeichnet. Man ziehe (6) von (1) ab, 
so kommt 

(7) z_z— a(x-x') + b(y-y') + c' 

Setzt man hierin die Werthe von x — x\ y — y' aus (4) und 
(5), so wird 



1 + a* -f b« 
Vermittelst dieses Werthes von z — ä' folgt aus (4) und (5) 

_ '- ~ ^ ^' 
^ ^ ~ i-f a*-i-b» 

__ ,__ — b c' 
^ '^ "~ l+a«-i-b* 

Führt man diese Werthe von w — x\ y — y' und z — z* in 
(2), so erhält man den gesuchten Abstand, indem man den Werth 
von c* aus (6) ersetzt 

_ z' — ax' — by' — c 

^"" ±Vl+a«-}-b» 

Da es sich bei Bestimmung von p nur um die Länge des Lothes 
handelt, so ist in diesem letzten Ausdruck immer das positive Zeichnen 
von p beizubehalten. 
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VHI. $rümmmig thtntr lanien. 

2S3. KrÜMMiigshalbnesser ebener Kiirea. Es seien jf, B, C 
(Fig. 90) drei auf einander fulgende, unendlich nalie an einan<)er ge- 
legene Punkte einer Kurve y = f(x). Man denke sich durch je zwei 
dieser Punkle eine Gerade j4 B, B C gelegt und mit diese Geraden 
durch ihre Milten m, n Lolhe mM, n M errichtet, welche sich in M 
schneiden; so ist M der Mittelpunkt des Kreises, welcher durch die 
drei Kurvenpunkte geht. 

Da die KurvenelemeDte A B, B C unendlich klein sein sollen, 
so kann man annehmen, sie fallen mit diesem Kreise zusammen. 
Deshalb nennt man diesen Kreis Krümmungs- jj. gQ 

kreis des fraglichen Kurventheües und den 
Halbmesser desselben Krüramungshaibniesser 
der Kurve. 

Es sollen nun der Krümmungshalbmesser 
j4 M^^B M^r und die Coordinaten ON=:a, 
M N ^ ß des Mittelpunktes dieses Kreises he- 
slimmt werden. 

Die Gleichung des Kreises, welcher durch den Punkt ^ gehl, 
dessen Cnordinaten x, y sind, ist 

(1) (X - «)« + (-,-,»)<' = r'' 

Lüsst man x in x --\- d x übergehen, so wird y zu y-\-dy. 
Hiernach seien x -\- d x, y-\-dy die Coordinat«) des zweiten Kreis- 
punkles B. Die Kreisgleichimg für diesen Punkt ist also 

(2) (^-|.dx-o)» + (s + dy-^)'^r» 

Lasst man die Coordinalen des Punktes B um ihre Differentiale 
dx und dy-\-d*y zunehmen, wobei man dx als konstant lie- 
trachtel, so erhalt man als Cnordinaten des dritten Punktes C die 
Grössen fa:-\-dx)--\-dx = x~^2dx und (y -\- d y) -\~ d y -\- 
d'y^y'^2dy-{'2d^y. Folglich ist die Gleichung des Kreises 
fUr diesen Punlit 

Vermittelst dieser drei Gleichungen kennten die drei Unbekannten 
i; a, ß auf gewöhnliche Weise bestimmt werden. Das folgende Ver- 
fahren ist indessen hierfür beqilemer. 
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Zieht man (t) von (2) ab, so entstehen die DiiTerenzen 

.(y + dx-€i)»-(x-o)«; (y + dy-^)«-(y~/J)» 

welche als die Differentiale der Grössen {x — a)^, (y — ßj* ange- 
sehen werden können. Die Differenz von (2) und (1) ist also nichts 
anders als das Differential von (1), nämlich 

(4) (x_«)dx + (y-^)dyz=:0 

Ganz ebenso ist die Differenz zwischen (3) und (2) das Differen- 
tial von (2). Dieses Differential ist aber 

(x + dx-«)dx + (y + dy-/J)(y + d«y)==0 

oder da sich nach (4) die Glieder (x — a) d x und (y — (i) dy 
aufheben und das Glied dy d^y der dritten Ordnung gegen diejenigen 
der zweiten Ordnung verschwindet 

(5) dx» + dy«H-(y-/r)d^y = 

Aus (5) und (4) folgt 



(6) :i~ß = ~ 



d 



s 



dx 



2 






dx' 



Durch diese Gleichungen sind die Goordinaten a, ß des Mittel- 
punktes des Krümmungskreises bestimmt. Setzt man die Werthe von 
y — ß und X — a aus (6) und (7) in (1), so erhält man als Werthe 
des Krümmungshalbmessers 



r = ± 



Muri 



(8) - -^ d' 



dx« 

Um die Werthe von a, ß und r für irgend einen Punkt der ge- 
gebenen Kurve zu finden, hat man die aus der Gleichung der Kurve 

hei*vorgehenden Werthe von y, -^, -j— j- in (6), (7) und (8) einzu- 
führen. Den Krümmungshalbmesser r nimmt mau schliesslich immer 
positiv. 

Es bezeichne ds das Bogenelement zwischen den Kurveupunkten 
Xy y und x -{- d x, y -f- rf y, so ist ds^ =d x^ -\- d y*. Hierfür 
erhält man aus den drei letzten Gleichungen 
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d s* d 8^ d y 

•^ d* y d* y d X 

, da' 



dxd*y 



263. Andere Ableitung des Krummungslialbniessers. Kontingeniwinkel 
der Kurve. Die Tangente durch den Punkt ^ (Fig. 90), dessen Coor- 
dinaten Xy y sind, bilde mit der Abscissenaxe den Winkel y. Geht x 
m X -\- d X, y \\\ y :^dy über, so ändert sich y um d y, d. h. die 
Tangente durch den Punkt B, dessen Coordiualen x-\-dx^ y -\- dy 
sind, bildet mit der ersten Tangente den Winkel d y. Geht man vom 
Kurvenelement in ^ über nach dem Kurvenelement in B, so macht 
hierbei die Richtung der Kurve eine Ablenkung =i d y. Man nennt 
diese Ablenkung den Kontingenzwinkel der Kurve. 

Die Krümmungshalbmesser ^M und BM stehen auf jenen Tan- 
genten senkrecht, sie schliessen also auch den Winkel d y ein. Nun 
hat man sich aber y als ßogen zu denken, der mit dem Halbmesser 
= 1 beschrieben wird ; folglich ist der Bogen ^ Ä = r rf 7, er ist 
aber auch =. d s; daher 

(l) rdy = ds, rrr-^ 

In dieser Gleichung ist nun noch der Werth von dy aus der 

dy 
Relation tg 7 = -^ auszudrücken. Man erhält durch Differentiation 



Da aber 



so wird 



_ dy __ d*y 
^^ ^ "■ "i^i*/ ~ "dir 



_ d^y dx^ _ d^ydx 

^~" dx ' dx^+dy'' "~ d »' 



.2 



Führt man diesen Werth von ^^7 in (1) ein, so erhält man 

da» 
dxd^ y 

welche Formel mit der im Vorhergehenden abgeleiteten übereinstimmt. 

264. Evoluten der Kurven. Man denke sich für alle Punkte 
B B% . , (Fig. 91) einer Kurve y = f(x) die Mittelpunkte M, M\ . . 
der entsprechenden Krümmungskreise aufgetragen, sowerden'die letztern 



Punkte eine Kurve bilden, welche die Evolute der Kurve faeisst. Die 
gegebene Kurve wird in Beziehung zu ihrer Evolute gewülinlicb Evol- 
vente genannt. 

Die Gleichung der Evolute lässt sich aus der Gleichung der Evol- 
vente mit Hülfe der Gleichungen (§. 262) 



wie folgt beslimmen. Man leite aus der Gleichung y^f(x) die 
Verhallnisse ^-, . , ab, drücke sie in einer Variaheln a; oder y 
aus und führe sie in den vorstehenden Gleichungen (I) ein; sodann 
eliminire man noch diese Variable x oder y zwischen den beiden Glei- 
chungen, so wird eine Gleichung entstehen, welche die Grossen o, ß 
und gewisse Konstante enthält. Diese Gleichung ist die der Evolute. 
Lasst man in den Gleichungen (1), (4) und (5) des §. 262 
aiB.91. (2* {x-«)^+{y-?r = r« 

(3) (x-«)dx-(-(y-,)|dy = 

(4) dx» + dj» + (y-^)d«y = 0' 

die Grtisse x sich ändern, so ändern sich auch 
y, a, ß und r. Man betrachte deshalb a, ß 
und r als Funktionen von a; und bestimme 
den Zusammenhang von dx, dy und da, dß, 
sowie den ZusamnieDhang von da, dß und d?-. 
Man dilTerentiire (2) und (3), so kommt 

(5) (x-a)«lx-d«) + (y-j»)(dy-d^) = rdr 

(6) (dx-do)dx-|-(dy-d^)dy-f-(y-?)d»y = 
Zieht mau (4) von (6) ab, so folgt 

— dxdo — dydiJ = 

^^' A«- dy 

d. h. die Tangente im Punkte M an die Evolute steht senkrecht auf 
der Tangente im Punkte B der Evolvente (§. 44). Allein der Krüm- 
mungshalbmesser B M ist auch senkrecht auf der Tangente durch B. 
Folglich ist der Krümmungshalbmesser der Evolvente eine Tangente an 
die Evolute., 

Zieht man (3) von (5) ab, so folgt 
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(8) (x ~ rt) d a + (y — /S) d j9 ~ — r d r 

Führt man d x aus (7) in (3), so kommt 

(9) (x — ff) d /5 — (y - i5) d flf = 

Eliminirl man x — a, y — )3 aus (2), (8) unii (9), sa findet 
man den zweiten gesuchten Zusammenhang 

(10) dr« = d«'« + d/9' 

Der Sinn dieser Relation (10) ist folgender: Gehl r \vk r -\- d r 
üher, so rückt der Punkt a, /j nach a -|- rf a, ^ -j- rf /J. Zwischen 
diesen Kurvenpunkten liegt das unendlich kleine Bogenelement Vd«'^-|-d/5*. 
Folglich ist dieses Bogenelement gleich der Aenderung d r des Krüm- 
mungshalbmessers. 

Man bringe daher an die Stelle des Krümmungshalbmessers BM 
einen biegsamen, jedoch gespannten Faden, halte ihn in M fest und 
wickle ihn auf der £volute auf, so beschreibt sein Endpunkt B die 
Evolvente. 

265. Krümmungslialbiiiesser imd Evolute der Parabel. Für diese 
Kurve ist 

^ "^ dx y ' dx« y3 

Für dieise Werthe wird der KrOmmungsbalbmesser 

oder indem man reducirt und das positive Zeichen nimmt 

Für den Scheitel ist o; = 0^ also r=^py also der Krümmungs- 
halbmesser gleich dem halben Parameter. Wenn x wächst, so nimmt 
auch r zu. Für ein unendlich grosses x ist r = oo, d. h. es wird 
der Parabelast im Unendlichen geradlinig. 

Nach §. 39 ist der Ausdruck für die Normale n einer Kurve 



'-^y^Wf 



Mithin wird hier 
und 



P* 
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d. h. es ist der Krümmungshalbmesser der Parabel der dritten Potenz 
ihrer Normalen proportional. 

d V d' V 

Setzt man obige Werthe von y, -j-^, , ^ in die Gleichungen (6), 

(7) des §. 262, so wird 

3v* 

Eliminirt man x oder y aus dieser Gleichung, so erhält man als 
Gleichung der Evolute 

Für a ^^ p wird ß = 0, Lässt man a von a = p »a wachsen, 

so geht die Evolute in zwei symmetrisch zur Axe gelegenen Aesten 

aus einander, welche der Axe ihre konvexe Seite zukehren. Aus der 

Relation 

dj3 _. dx _ y 

d« dy p 

folgt, dass für y = auch -^ = wird, d. h. dass die Axe der 
l^arabel die Aeste der Evolute im Punkte ß = 0, a = p tangirt. Für 

.y = zb ^ ^^^^ 3"<^h -T^ = ib ^1 ^' ^' <^'® äussersten Enden der 
Kurvenäste der Evolute stehen senkrecht auf der Parabelaxe. 

266. Kruminiuigshalbiiiesser und Evolute der Ellipse. Durch DifTe- 
rentiation der Ellipsengleichung a* y* -^ b^w^ = a* b^ erhält man 

a* y d y + b* X d X = 0, a* d y* + a* y d« y + b« d x« = 

d y _ b^ X d^ y _ b^ (a« y« + b^ x*) __ b^ 
dx ~" a«y ' dx* "~ a* y* ~" a» y» 

Folglich durch Substitution in' den Ausdruck für den Krümmungs- 
halbmesser 

a*b« 

Für den Endpunkt der grossen Axe ist x:=a, ^ = 0, also 

b* 

r = — ; für den Endpunkt der kleinen Axe a; = 0, y = b, folglich 



a 
r = 



a« 



b • 



265 



lli 



FUbrI nifln obige Werthe von y und ^-=- in den Ausdruck für die 
Nonnale n (§. 39) ein, so kommt 

MiUiin gehl der vorstehende Ausdruck des KiUmmungshalbmessers 



Da nun aber — der balbe Parameter der Ellipse ist, so setze 
man — =^ p und man erh9tt 

welcher Ausdruck mit dem für die Parabel übereinstimmt. Ebenso 
kann gezeigt werden, dass der Krümmungshalbmesser der Hyperbel 
der dritten Potenz ihrer Normalen proportional ist. 

Setzt man die Werlhe von -^. -j— |- in die Formeln (6) und (7) 
des §. 262, so erhalt man 



'[-^^r- .— (-F^)' 



Selzt man diese Werlbe von a;',j* in die Gleichung der Ellipse, 
so erhalt man als Gleichung der Evolute 



(t.^)'+(^.^)'= 



Diese Kurve besteht aus vier kongruenten Aesten, die in den 
Spitzen A, B, C, D zusammenlaufen (Fig. 92). Zwei dieser Spitzen 
liegen in der grossen und zwei in der Richtung 3(1^ g^, 

der kleinen Axe. Es sei MF der KrUmmungs- 
balbmesser der Ellipse in F, so ist M F eine 
Tangente an die Evolute in M. Ruckt der 
Punkt F nach dem Scheitel S, so bewegt sich 
M nach A; rückt F nach dem Endpunkt H 
der kleinen Axe, so bewegt sich M nach D. 
Für ^ = wird 



Folglich 

AS = — "';"' =^ 

wie oben. Für die- Spitze D ist a ;= 0, also ß = '""''' , Setzt 
man einen grossem Werlh von ß als diesen in die EvoluteDgleichong. 
so wird a imaginär. Ebenso wird ß imaginflr, wenn a > " ~''* 
angenommen wird. HiEhin scbliessen die Kurvenasic in den Spitzen 
^, B, C, D ab und es sind daselbst die Axen der Ellipse Tangenten 
an die Evolute. 

2«7. Hrnumgshalbmesser lad ETolite der €;ki«Ue. Die Glei- 
chungen der Cykloide sind (§. 8ß), Fig. 93 

Also ist auch 

ds = a(l — cosT-jd^J dy — agiD^dy 
Werden diese Gleichungen wieder dilTerentiirt, so ist zu beachten, 
dass d X konstant zu nehmen ist. Hau erhalt daher 
= a (1 — cos «.) d» ^ -|- a »in v> d »' 
d* y = B CO« r;fi d 7.« + a t\a (fd^if 

Eliminirt man </' <p aus diesen beiden Gleicliungeo, so folgt 



d'y=: — adv*! 



~ »(1- 
Da ferner -^ = -p **"^ — , so wird 



'+m=T-. 



'''8- ^^- Setzt man diese Werthe in die For- 

mel Tür den Krümmungshalbmesser, so 
ist ohne ßüchsicht auf das Vorzeicheo 

r-aaV2(l-co.?0 
oder auch 

Für den Anfangspunkt j4 ist y^O, 
also r = ; für den Scheitel N der 
Cykloide wird j/ = 2 a, also r =; J/iV= 4 o, d. h. gleich dem 
doppelten Durchmesser des Rdlkreises. 
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SeUl man die Werlhe von -r^, -j-™ in die Formeln (6) und (7) des 
§. 262, so erliätt man als Coordinalen für den Mittelpunkt der Krümmung 

Nun seien A D und D die Coordinaten des Hittelpunktes des 
Rolikreises für den Winkel COD = <f; terner A ß ~ a ünA Fff= 
die Coordinalen des Endpunktes des Krümmungshalbmessers C F, so 
ist E D := a sin 9>; Tolglicli wegen der Formel ar = jr -j- 2 a sin ¥ 
auch Ü /f = ffl sin y und da y = — '/3, d. h. C E = F H, so gehl 
der Krümmungshalbmesser durch den Punkt D, wo der ßollkreis die 
Grundlinie berührt und ist gleich dem Doppellen der Normalen C D. 
Wegen der beslündigen Kongruenz der Dreiecke C E D und F H D 
beschreiben die Endpunkte C und F des Krümmungshalbmessers kon- 
gruente Cykloiden. Evolute und Evolvente sind somit kongruent. 

2C8. Veber eisige EigeBthnnllchkelteB ebeaer KuveD. Es sei 
y^f(a!) die Gleichung einer Kurve B B" (Fig. 94). EnUprechen 
den Punkten B, B', B" die Äbscissen x, x -\- d x und x -{-2 d x, 
so werden ihre Ordinalen sein y, y -\- dy und y -\-i dy -\~ d'^ y. 
Wenn nun die (^rüssea B" C ^ d y -\- d* y xinA B' C ^ d y ein- 
ander gleich sind, also wenn d^y ^0 ist, so liegen drei aufeinander 
Tolgende Kurvenpunkte in einer geraden Linie und 
es wird der Krümmungshalbmesser der Kurve an 
dieser Stelle unendlich gross. In der That wird 
in Formel (8) des §. 262, r = 00 für d^y — Q. 

Liegt die Kurve auf der Seite der positiven y 
und ist B" C > B' C. also d^y positiv, so kehrt 
die Kurve ihre konvexe Seile der Abscissenaxe 
zu. Ist aber bei dieser Lage der Kurve d'^ 
negativ, so kehrt die Kurve ihre konkave Seite 
gegen die Abscissenaxe. Befindet sich die Kurve auf Seite der nega- 
tiven y, so fludet die umgekehrte Regel statt. Daraus folgt allgemein: 
Die Kurve wendet ihre konvexe oder konkave Seite gegen die Abscissen- 
axe, wenn y und rf*y gleiche oder entgegengesetzte Zeichen haben. 

Geht -j^ aus dem Positiven durch die Null ins Negative über, 
so findet ein Uebergaug aus der Konveximt in die .Konkavität oder 
umgekehrt statt und zwar durch eine Kurveustelle, für welche der 
Krümmungshalbmesser unendlich gross ist. Gehl -r4~ ^ü^ ^^^ Posi-. 
tiven durch das Unendliche ins Negative über, so tritt auch hier ein 
Uebergang aus der Konvexität in die Konkavität ein und zwar durch 
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eine Stelle, für welche der Krümmungshalbinesser = ist. Solche 
Uebergangspunkte nennt man Wende- oder Flexionspunkte (§. 24 

d* y d* y 

und 37). Man setze . .^ = und -^~t = QO und bestimme daraus 

die entsprechenden VVerthe von x. Ein solcher Werth sei = a. 
Wenn nun für a -f- A und a — A, wobei A als sehr klein vorausge- 
setzt wird, die Grösse d^ y ihr Zeichen ändert, so entspricht der 
Abscisse a ein Wendepunkt der ILurve. 

Schneiden sich mehrere Kurvenäste in einem Punkte in verschie- 

denen Richtungen, so nimmt -^ ebenso viele verschiedene Werthe an. 

Dabei entscheiden die Zeichen zusammengehöriger Werthe von y und 
d^^ y, ob die Kurvenäste, welche von diesem Durchschnittspunkt aus- 
gehen, ihre konkave oder konvexe Seite der Abscissenaxe zukehren. 

Beispiel 1. Es sei die Gleichung einer Kurve 

y3 3— X» oder y = x* 
SO erhält man 

dy 5 3 d«y 10 1 

— v * • — 



X 



dx 3' dx*~9 



t: 



Für d^y = wird x=^ ^co. Diese Abscisse entspricht zwei 
Punkten, für welche der Krümmungshalbmesser r = oo wird, ohne 
dass eine Wendepunkt entsteht, weil oo ;^ A^ an die Stelle von x ge- 
setzt, das Zeichen von d^ y nicht ändert. 

d^ V 

Für -j^ = QO wird x =^0; somit wird für beide Kurvenäste, 
die sich im Anfangspunkt treffen, der Krümmungshalbmesser = 0. 
Setzt man J:: A für a: in den Ausdruck für . l , so ändert diese 

Grösse ihr Zeichen; also hat die Kurve im Anfangspunkt eine Wendung. 

d Y 
Da für o; = auch -j^ = , so ist die Abscissenaxe eine Tangente 

an die Kurve. 

Beispiel 2. Jede Kurve, deren Ordinate ein Polynom ist von 
der Form 

yz=x'-f-ax* + bx-f-c 

hat einen Wendepunkt und somit ein Kurvenelement mit einem un- 
endlich grossen Krümmmuhgshalbmesser. Denn es ist 

4^r=3x« + 2ax + bj -^^ = bx + 2a 
dx ' ' dx* ' 
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Setzt man rf" y ^ 0, sn wird x^ — -^. Fllr — -^ -{- h und 
— -^ -— Ä ändert rf* y sein Zeichen. Also ist a: ^= — y die Abscisse 
eines Wendepunktes. 

Setil man -r \ - = -J^ oo , so wird a; ^= J;; oo ; allein rf* (/ än- 
dert sein Zeichen nicht für J:; co 4; h. Allso zeigt die Gleichung 
-^\- ^ J^ CO an, dass die beiden Kurvenflste im Unendlichen gerad- 
linig sind. 

Beispiel 3. Die Kurve, deren Gleichung 
(1) y = x±>Vir 

ist, bat zwei Kurvenaste ^ B und ^ D (Fig. 95), welche im Aarangs- 
punkte A unter gleicher Neigung zur Abscissenaxe heginnen und nach 
der positiven Richtung der Abscissenaie aus einauder ^. ^^ 
gehen. 

Denn für a^ = wird auch y ^ ; die Kurve 
geht also durch den Anfangspunkt. Für negative Werlbe 
von X wird y imaginür; also bat die Kurve keinen 
Punkt auf Seite der negativen Abcissenaxe. Ferner ist 

Für ;r = hat -j^ nur einen Werth, nämlich = 1. Also gehen 
beide Kurvenaste unter einem Winkel von 45" zur Abscissenaxe vom 
Anfangspunkt aus. Für den gleichen Werth von x wird -j— ,-^^00, 
also ist der Krümmungshalbmesser der Kurve im Anfangspunkt = 0. 

Setzt man -|- A in die Ausdrücke (2), wobei h eine sehr kleine 
Grosse bezeichnet, so nimmt -j^ zwei verschiedene Werthe an; also 
gehen die Kurvenlste zunächst am Anfangspunkt aus «inander. Der 
Kurvenast A B kehrt seine konvexe Seite der Abscissenaxe zu, weil 
für jeden Werth von x die Grossen y und d*y gleiche Zeichen haben. 

Für X = 1 wird y in der Formel für den untern Kurvenast j4 D 
zu Null. In diesem Punkte C geht die Kurve durch die Absciasenaie. 
Für den Theil AC haben y und d^ y entgegengesetzte, fUr CD 
gleiche Zeichen. Also kehrt AC der Abscissenaxe die konkave, CD 
die konvexe Seite zu. 



IX. iBbene iuroen in ^eitg aujf |i>Iarcitordinnten. 

SM. UHckug eil« Hure ■■ PtlweMrdlMteii. Die Lüge eines 
Kurvenpunkles B (Pig. 96) kann bestininit werden durch dessen Ab- 
stand AB^r von einem festen Punkt A und dem Winkel BAx^^, 
den dieser Abstand mit einer festen Geraden Ax bildet, Hieriwi 
nennt man r den Badiusveklor oder LeilstrabI des Kurvenpunkles, 
^ den Pol, A w die Polaraxe und 9* den Polarwinke). Die Grossen 
r und Qf bilden die Polarcnordinaten. Die eine dieser Griissen isl 
eine Punktion der andern, weshalb im Allgemeinen die Gleichung der 
Kurve sein wird 

r = r(7.) oder F(T,if>} = 

Ist die Gleichung einer Kurve in rechtwiukeligen Coordinaten ge- 
geben, so kann die Polargleichung dieser Kurve abgeleitet werden, 
wenn man den Zusaninienbang der rechtwinkeligen und der Polarcoor- 
dinaten kennt. 

Die Gleichung der Ellipse fllr rechtwinkelige Coordinaten ist 
3Hfl. 96. (1) s»y» + b'x' = «'b' 

worin a, b die halben Axen bezeichnen und die Abs- 
cissen X vom Hittelpunkt aus gezahlt werden. 
Nun nehme man den Brennpunkt A zum Pol, be- 
zeichne den Leitstrahl AB mit r, den Winkel BAx 
mit ff und A mit c, s» isl 
O C = X = r CO« 'f — c j B C = y = r «in 'c 
Setzt man diese Werthe von x und y in (I), so kommt 

B* r* sin V -I- b' (r cos <f- — €)• = «• b* 
Wird die zweitheilige Grjtsse entwickelt und sin 'y durcli i — coft"<iP 
ersetzt, so kommt 

a« r» = b« (■» _ c") + 2 b» c r co. h- + (a» - b') r' co« ^f 
Da aber o' — c' := ft*, so folgt 

••r« = b« + 2l.»crco.¥. + c"T«co«V 
Die rechte Seile ist das vollständige Quadrat einer zweilheiltgen 
Grüsse; deshalb wird 

""■ = ±(b'+CTC08V-) 

und hieraus 
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(2) 



Da der Nenner rechts immer positiv sein wird, weil c<^a und da 
ner positiv sein soll, so Tolgt aus (2) als Gleichung der Ellipse 

(3) 



Nimml man in (2) die GrOsse b' mit entgegengesetztem Zeichen, 
HO erhalt man die Polargleichuiig der Hyperbel, Für die beiden ge- 
tieiinten Hyperbeln sind diese Gleichungen 

b» — •>» 



a — c con '/- ' " • -f c coa 7. 
Auch hier sind nur positive Werthe der Leilstrahlen zulassig. 
Für die Ellipse und diejenige Hyperbel, welche den Pol einschliesst, 
hat man als gemeinsame Polai^leichung 



80 wird diese Gleichung 



Bei der Parabel ist bekanntlich das Verhättniss 7-"'* A's« stellt 
(6) eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel dar, je nachdem e kleiner, 
gleich oder grosser als die Einheit ist. 

27«. riüheaileMe» In P«larc««rdiiiatei. So sei ^ (Fig. 97) der 
Pol, ^w die Polaraxe, A B = r der Leitstrahl und Winkel B^w = <f. 
Man lasse y in ^-{-d^i^CAiv übergehen, so entsteht ein Fla- 
chenelement C A B, das wir mit dF bezeichnen wollen. Dadurch 
wird der Leilslrabl ^C^ r -t rfr, je nachdem der Leitstrahl wachst 
D^er abnimmt. Gesetzt es sei , übereinstimmend mit der Figur, 
A C ^^r — dr. Man beschreibe von A aus mit 

den Radien r und r — dr die Kreisbogen BD^rd<f L^J 

und E C^(r— d r)'d f, so sind die Flachen der 
Kreisauschnitte 

Diese beiden sind unendlich kleine Grossen der 
ersten Ordnung, die sich um ein unendlich Kleines 
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der zweiten und drillen Ordnung von einander unterscheiden. Also 

liann auch die zwischen diesen Grossen liegende Flache ABC mit 

A B D verwechselt werden, d. h. es ist das DiRerential der Fläche 

d F = 1 r' d 7- 

271. BtgeneleBieiit !■ PolarcMrdlDatei. Es gehe die Bezeich- 
nung des vorhei^elienden Paragraphen. Man bezeichne das un- 
endlich kleine Bogenelenient B C (Fig. 98) mit ds, betrachte dasselbe 

3ifl. 98 als eine Gerade und nehme an, es sei der unendlich 
kleine Bogen B D ^r d f senkrecht auf seinem Ra- 
dius AD, so ist B D C ein rechlwinkeliges Dreieck, 
das zur Bestimmung von d s Tolgende Relation liefert 
d»« = dr» + r*d').« 

272. Siblaigeite nd Sibicratle ii PolarcttrdtMlei. Man errichte 
die Gerade NAT (Fig. 99) senkrecht zum Leilstrah) AB und ziehe die 
Tangente B T und die Normale BN Tflr den Kurvenpunkt B, so wird 
AT die Sublangente und AN die Subnormale der Kurve genannt. 
Somit bezeichnet man hier mit diesen Ausdrücken ganz andere Linien 
als Tür ein rechtwinkeliges Coordinatensystem (§. 39). 

'•9 ^- • Man lasse (p in ^ -\- d<p übergeben, so dass 

Winkel C A B ^ d tp wird imd beschreibe mit 
dem Halbmesser r von A aus den unendlich klei- 
nen Bogen B D ^ r d 9>, so kann angenommen 
werden, es sei BD geradlinig und senkrecht zu AD. 
Dadurch wird Winkel DBC = BTA = ABNi 
also sind die Dreiecke DBC, ABT und ABN 
ähnlich und man hat 

-.kl 



»C:DB = AB:AT, 


dr:rd.f = 


DB;DC=AB:AN, 


TA'r.AT = 


Subtg. A T = r" 4^ } 


Subn. A N 



- d.f • 

273. RrHBMHgsluilfenegser der Hurn ia P«larcMHliateii. Es 
sei (Fig. 100) Ax die Polaraie, A der Pol, A B = r und Winkel 
B A ae ^ ff. Man lasse *f \v,^-\-dff^^CAw übergehen , so 
dass Winkel BA C^ df wird. Man errichte in den Punkten B 
und C die Tangenten BD und CE und die Normalen BM und CM, 
so wird BM^ CM^^ der Krümmungshalbmesser der Kurve Tür 
das Rogenelement B C sein. 
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Es sei Winkel B D x =^ a, so ist a eine 
Punktion von ^g>. Wenn q) in <p -[- d 9 ubergelit, 
so wird a zu a -f" "^ •* ' ^- h. es isl Winkel 
C Ex = a + da, also aucli Winkel O C £: = 
da= BMC. Da das Bogenelemenl BC= prfo, 
aber auch ^ d« ist, so hat man ^da^ds, 
woraus folgt 



(1) 



"^-A 



Hierin ist noch a durch r und ip auszudrucken. 
Es ist Winkel A B D = a — f. Man ziehe die 
Tangente B T und die Subtangeole A T (senkrecht zum Leilstrabl 
AB), so folgt 

■ "" _ Subtg. _ dv- 



lang A B D ~ 



Hithin 



-ip=irc(tg=.rl^) 



Man dilTereutiire diese Gleichung und nehme f als die unabhängig 
Variable an, so wird df konstant sein. Man criiält daher nach §. 21 : 



'('4f) 



I d 9 auf die andere Seile bringt 
— r*d7.*+2dr' — Td'f 



Fuhrt man diesen Wertb von dam (1) ein, 
suchte Forme) 



> kommt die ge- 



[r'd»' + dr']' 



d ?> {r* d 9<* -j- 2 4 r< 



•Hm 



tii. Aiwei^Hig aif die areUncdlgehe Sfintle. Bei dieser Kurve 
ist der Radiusvektor dem Polarwiakel proportional. Die Gleichung der 
Kurve wird daher sein 

(I) r=.a,. 

worin a denjenigen konstanten Radiusveblor bezeichnet, welcher dem 
Bogen 9) ^ 1 entspricht. 
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Es sei Ax (Fig. tOl) die Polaraxe, A der Pol. Man beschreibe 
mit dem Radius AB = a einen Kreis, mache auf demselben den 
Bogen flC = a, setze den Winkel EAB—^, so wird der Kreis- 
bogen ECB = a<f. Dieser Bogen muss nun nacb (1) gleich AD^r 
sein. Es seien ^T'und AN die Subtangente und 
Subnormale der Kun'e. Durch DiOerentialion von 
(1) folgt 

(J) rtr-Bily 

Folglich erbau man 

Subtangente A T = — = ■ v» 
Subnormale A N = — « 

Hithin liegt der Punkt N der Normalen für jede Lage des Punktes 
D im Kreise B C E. Für ^ ^ \ wird auch die SubUngenle := a 
und es machen alsdann Subtangente und Subnormale einen Durchmes- 
ser des Kreises aus, der senkrecht zn A C steht. 

Das Element der FUcbe ist 

d F = 4 '* d '(■ — 1 ■' ¥■* H V 

Folglich die Fläche zwischen den Grenzen (^ =^ und 9 ^*f 

Das Bogenelement der Spirale ist 



dB=: V «• d ^' -)"*'*' "ä ** — 
Mithin der Bogen zwischen den Grenzen 
nach §. 74, Formel (9) 

« = y [* YTT^ + log (<^ + y rT^)i 

Um den Krümmungshalbmesser p der Spirale zu finden, beachte 
man, dass in der Formel (2) die Grosse d <f konslaut, also <2* r ^ 
ist. Hithin wird 

(»'»■ + >')' _ (l+y)* 
^ a»(p«-l-2t» 2+v« 

Der kleinste Werth von p entsteht für y == 0; er ist {i = J a. 
Mit wachsendem Wertbe von 9 wird p grüsser. Für 9> ^ ao wird 
auch o = 00. 



Bei der gewöhn lieh eo archimediscben Spirale wird a- 
also ist die Gleichung derselben 



£75. AkweidKBg aif die hyperkallscke Spinie. Wenn man in der 

GleichuDg xy = a die rechtwinkeligen Coordinalen x, y mit den Po- 
larcoordinaten f und r vertauscht, so erhalt man die Gleichung 

(I) r7' = " 

der hyperbolischen Spirale. 

Es sei J X (Fig. 102) die Polaraxe, A der Pol. Man konstniire 
mit dem Halbmesser AB := AC = \ einen Kreis, trage darauf einen 
Bogen (p = S C ^= l ab , so muss der ^ 

durch C gehende Radiusvektor A B ^= a 
sein. Man halbire den Bogen B C \a E 
und ziehe den Radiusvektor AEF, 
muss A F =2a = 1AD it\a, i 
Der Ast Ober F hinaus nähert sich mehr 
imd mehr einer Geraden , welche zu A x 
parallel liegt und bis ins Unendliche geht. 
In der Richtung von F nach D nähert sich die Kurve in unendlich 
vielen Windungen dem Pol und erreicht ihn für 9* =^ ^- 

Die Differentiation von (1) giebt rrfy + ydr = 0; Tolglich ist 
df _ r _ r' 

Mithin wird das Element der Fläche 

dF = Jr»dY = — Jadr 
und somit die Dreiecksflache ^/J/* zwischen den Leilstrabten AF^^Ia 
und A D ^^ a gleich 

und die Fläche, welche zwischen dem LeilstrabI A D ^=- a und den 
unendlich vielen Windungen der Spirale liegt, die von D aus bis zum 
Pol A reichen oder mit andern Worten: die Fläche Tür die Grenzen 
V == 1 bis V =^ 00 

Die vorige Fläche (3) und diese sind somit gleich gross und zu- 
sammen gleich dem Quadrat der Linie A D. 
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Ferner hat man ' 

« . 2 dg« 

SubteDgente A T = r =z — tL 

Mithin ist die Subtangente konstant. Für den Kurvenast, der sich 
im Unendlichen parallel zu ^ x fortzieht, wird die Subtangente A G 
senkrecht zu Jlx, Folglich wird die Tangente 6 A, welche die Kurve 
im Unendlichen berührt, parallel zu A x, somit eine Asymptote sein. 

Um den Krümmungshalbmesser zu erhalten, hat man das erste 
DifTerential r d ^ -{- ff d r von (1) nochmals zu differentiiren. Man 
erhält, wenn d g> als konstant angenommen wird 

Mithin ergiebt sich nach §. 273 






4-2-^^ 2 

^ a« a^ 



Zweiter Theil der Integralrechnung. 



' I. iiff«nMf0mwItt mit tintr ^umMn. 

276. Rationale^ gebrochene algebraisclie Differeiitial-Fomelii. Die- 
selben können immer vermittelst der Zerlegung in Partialbrücbe (§. 239) 
auf eine der einfachen Formen gebracht werden 

Adx Adx Ax + B . Ax + B 

-. : ■ - . ■ - d X. 

in 



a + x» (a + x)»' (a + x^ + b« ' [(a + x)^+b']' 

Das Integral von der ersten dieser Formen ist bereits in §. 68 
angegeben. ' 

Um die übrigen Formeln zu integriren, setze man a-{-x = y, also 
auch d X ^= d t/f so erhält man für die zweite Formel 

Adx Ady »— nj 

— -^ =r A y "dy 



(a + x)" y™ 

Folglich indem man integrirt 

r Adx __ Aj 

und wieder w statt y einführt 



Adx __ Ay-"-^^ 

(a + x)" "~ —n + l 



m r_Al2L_^__A L__4-c 

^^ J (a + x)» n-1 (a + x)»-» 

Für die dritte der obigen Diflerentialformeln erhält man 

Ax + B _ Aydy B — aA 

^^^ (a + x)» + b« "y* + b«"^ y*+b« ^ 
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Nun ist aber nach §. 68 

und nach §. 70, Formel (6) 

TB — Aa. B — Aa, / y\,^ 

B— Aa. /. x + a\iri 

Setzt man diese Werthe aus (3) und (4) in (2), so folgt 

B^Aa 4./. x + a 



I B — A a . /. X + a \ , 

+ — b— ^'n'«= b-)+ 



Endlich erhält man für die vierte der obigen Formeln 

(Ax+B)dx ^ Aydy B-Aa ^ 

[(a + X)« + b»f (y« +b«)« (y« + h^f 

Um den ersten Tbeil rechts zu integriren, setze man y*-|-Ä* = ;&', 
also auch y d y = s d z, so wird 

(y'4-b«)« ««• 

m r Aydy _ A«-»"+» _ A 1 ■ g 

»^^ J(y. + b»)"~ -2n + 2 2(1-11) (y. + b«)»-»^ 

Nun bleibt noch nach Formel (6) die Differentialformel 

(8) 'y 



(y* + b«)» 

zu integriren. Man multiplicire und dividire (8) mit ^^-f-^^^ so 
kommt 

J (y» + b«)- J (y« + b«f+l V (y« + b^f+l 

Integrirt man nun den ersten Theil rechts nach der Formel (1) 
des §. 74 

(10) fudv = uv— ^vdu 



indem man annimmt 



j yd V 

u = y, d V =: ^ — ^-—r-T 

(yt + b«)- + l 
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so erhalt man zunächst aus der letzten Formel vennittelst (7) 

i 

""" 2n(y» + b»)° 

t 

Folglich unter Anwendung von (10) 

r y«dy _ -y 1_ n dy 

J (y* + b«)"+' 2n(y'* + b»)» 2n J(y2^b«)» 

Führt man diesen Werth von / — 7 — ^—rr in (9) und zieht die 
gleichartigen Glieder zusammen, so erhält man 



J(y^ + bV"*"^ 2n(y« + b«)"^ 2n J(y« + b«) 

Vermöge dieser Formel ist das Integral / ^ „ . , auf / - 

«^ (y^ + b*)"-*-* J( 



<«y 



(y* + bV 
zurttckgeftihrt. Durch wiederholte Anwendung dieser Formel gelangt 

man zuletzt zum Integral / — TjTb«"' ^^^^en Werth bekannt ist. Folg- 
lich kann auch vermittelst (7) und (11) das Differential (6) integrirt 
werden. Das in Formel (11) dargestellte Verfahren nennt man die 
Methode der Reeursion. 

277. Irrationale^ algebraische Differentialformeln. Enthält die 
Differentialformel algebraische Polynome, in welchen die Variable mit 
gebrochenen Exponenten vorkommt, so kann die Formel durch pas- 
sende Substitutionen rational gemacht werden. Es sei z. B. zu inte- 
griren _ 

A a + Vx . 
dy — — *—^ dx 

b-VT 

^ 

Man setze x = js®, also VT^zS VT^z«, dx = 6z^ dz, so ist 

& ■ I ■ z' 

d y = T 5- • 6 z* d z 

•^ b — z* 

Diese Formel ist rational und kann nach dem vorhergehenden §. 

integrirt werden. 

Die binomische Diffcrentialformel 

p. 

(1) x'"-^(a+bx")'dx 

kann in gewissen Fällen durch eine der beiden Substitutionen 

a4-bx"=rz*» oderft + bx" = z*»x" 

rational gemacht werden. 
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Für die erste Substitulion erhalt man 

nbx"7'dx=qz*»"' dz 

Somit 

p q m— - n 

x«»-l(a + bx^^dx=-i(^?-^)"*^z'+P--'dz 

Diese Formel wird rational, wenn eine ganze Zahl ist. 

Wendet man die zweite Substitution an, so wird man finden, dass 
die Formel (1) rational wird, wenn — + — eine ganze Zahl ist. . 

278. •iferentialfomel mit der Crosse Ya + B x + cT*. Diese 
Grösse kann auch geschrieben werden 



^y^+h+^' 



wesshalb man, der Allgemeinheit unbeschadet, die Quadratwurzel aus 
obigem quadratischen Ausdruck in der Form Va + bx + x* voraus- 
setzen kann. 

Es ist bereits im §. 70 eine Differentialformel, welche diese Wur- 
zelgrOsse enthält^ integrirt werden. Auf demselben Wege, auf welchem 
diese entstanden ist, erhält man auch das Integral von dx Va + bx — x*. 

Setzt man in Formel (8) von §. 74 

b + y=:x, dy = dx, b« + 2 by + y« z^x'» 

SO kommt 

/d y ya»-b^-2by-y^=: -^^ Va» - b« -2 b y - y« 
Setzt man hierin a* -r- A^ = ^, — 2 * = ö, so wird 

(1) /dyVA + By-^y'zrz ^^^^ VA + By-y» 

, 4A + B» , /, 2y — B \ , ^ 

S V V 4 A + B« / 

Um die Integrale der Formeln 

^"^ , dxVa-f bx + x* 



Va+bx + x« 



— 281 — 

zu erbalten, setze man in Formel (2), §. 72 und Formel (9), §. 74, 
wie oben die Grossen b -{- y = x, d y =^ d x, so erbält man 

/'T7== r^,'V',. . , = log(b + y+Va« + b' + 2by + y«) + C 
J Va« + b*4-2by + y» 

rdy'Va»+b''+2by + y» = -^X-V«» + b«+2by + y« + C 

+ ^ log (b + y + y«« + b« +2 b y+y«I 
Setzt man bierin a* -\- b* = yi, 2 b = B, so erhalt man 

(3) JdyYA + By + y'^ ^"^^^ VA + By+^ + C 

+ -^-P^log(~- + y + yA+By+y*) 

X "*"•"' dx 

Es sei das Integral der Formel . ,^ . == zu finden, in wel- 

V 8+ bx 4-cx* 

eher c positiv oder negativ sein kann. Durch Differentiation folgt 

d (x" Va + bx + cx*) = m x"^ ^ d x Va + bx + cx« 

■ x'°(b + 2cx)dx 

2y*a+bx+cx« 

Man bringe die Glieder rechts unter den gleichen Nenner und 
ordne, so kommt 

A( mv — TT — \ ä max^^^dx , (2m + l)bx™dx 

d U V a + bx + ex* = ., + . . 

y^a + bx + cx« 2Va+bx + cx« 

. (m+l)cx'°+^dx 

Va + bx + cx« 

Dividirt man mit (m-\-\Jc, versetzt Glieder und integrirt, so 
erhält man 

n x^-^-^dx _ x°'Va + bx + cx» (2m+l)b n x" d x 
J Va + bx + cx« "" (m+l)c 2(m+ l)c J y^qTbT? 



+ bx + cx« (m+Dc 2(m+l)cJ Ya + bx + cx« 

n x^-^dx 

J Va + bx + cx« 



m a 



(m + l)cj Va + bx + cx« 
Für m = geht diese Formel über in 



/ xdx _ Va + bxH-cx"« b^ / * dx 

Va + bx + cx«~ c 2c J Ya + bx + cx« 
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Das letzte Glied dieser Formel kann nach dem Vorhergehenden 
integrirt werden und zwar noch (2), wenn c positiv oder nach Formel 
(7), §. 70, wenn c negativ ist. Auf eben diese Formeln wird man 
geführt, wenn man m = 1, 2, 3, . . in (4) einführt. Diese Formel (4) 
ist daher eine Recursionsformel. 

Für a = 1, Ä = 0, c = I erhält man aus (4) 

^^^ jymr-- m+i ^^ ''+m+ijyr=:^ 

Um den Ausdruck a;"~* da? Va + bx + cx« zu integriren, multi- 
plicire und dividire man mit Ya + bx+cx*, so erhält man das Diffe- 
rential 

x'-^dxCa + bx + cx^) 
Va + bx-j-cx* 

welches nach (4) integrirt werden kann. 

d X 

279. Transcendente Differentiale. Um die Differentiale -r^— und 

SIIIX 

zu int^riren, schreibe man 



C08X 



'X 

:) 

X I 



/d X p 8in X d X p d(co8x) 
sin X J sin *x J 1 ~~ co« *; 

/ dx n co8xdx p d (sin x] 

cos X J cos «x ~ J 1 — sin * 

Man setze cos x=^y und sin x = is^ so erhält man 

/ dx __ p dy p dx _ p da 

sinx "" J l — y»' J cosx~"J l-z« 

Nun erhält man aber durch die Methode der Zerlegung in Par- 
tialbrttche 



i-y* ' i+y^ • i-y 
Folglich wird 

Jsinx- *ji+y Vi-y~ '*^«l-y+^ 

^ ^ J sin X • * 1 — cos X ' 

Ganz ebenso ergiebt sich 



J cosx ' 



(^) '::^ = i'««T±£T + <' 



Setzt man — » statt + » in die Formeln (7) und (8) des §. 73 
und versetzt die Glieder, so erhält maq wie dort 
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(3) 



(4) 



/ dx 1__ cogx n— t o dx 

sin^+^x ~"~ n sin "x n J ^^ ""^x 

/ dx t gjnx , n — 1 p dx 

co»"+*x """n" cos"x n~^J co8"-'x 



Für 9t = sind diese Formeln unbrauchbar. In diesem Falle 
sind die Formeln (1) und (2) anzuwenden. Allein (1) und (2) kom- 
men auch zur Anwendung , wenn man n = 2, 4, 6, • . in (3) und (4) 
einführt. Man erhält für 9t = 1 und 2 : 



(5) 
(6) 
(7) 



/d X C08 X , ^ P dx SIQ x , - 

sm 'x «m X J cos "x co» *x 

/d X , CO« X , , 1 -4- CO« X , ^ 

sin 'x * «In *x * l — CO« X 

r_i4_ = 1 JÜ^ + j ,0g I+ijiLiL + C 
J CO» 'x ■ CO« *x * ** 1 — «in X ' 



Es sei der Ausdruck sin '"o: cos^o: £? o;, in welchem m und q 
ganze Zahlen bezeichnen, zu integriren. Man betrachte zunächst q 
als eine gerade Zahl, setze also ; = 2 n^ so kann man schreiben 

(8) sin "x CO« ' "x d X = sin "x (1 — «in "x) 'd x 

Entwickelt man (1 — sin ^xY nach dem binomischen Satze, so 
enthält der vorstehende Ausdruck eine endliche Anzahl Glieder von der 
Form sin ^x d Xy welche vermittelst Formel (7) des §. 72 inlegrirt 
werden können. 

Ist q eine ungerade Zahl, so setze man q = 2n -\- \ ^ wodurch 
man erhflit 

(9) sin "x cos *■"*■ x d x =: sin "x ( l — sin •x)" cos x d x 

Wird hier nach dem binomischen Satze entwickelt, so erhält man 
Glieder von der Form sin pj? cos xdx^ welche nach Formel (5) des §. 72 
integrirt werden können. 

Auf demselben Wege können die Ausdrücke 

cos'x . sin^'x . 
— — dx, i:~dx 



sin X cos X 

integrirt werden. Wenn q eine gerade Zahl ist^ so erhält man die 
Formen 

(1 — sin «xf d X (l-cos»x)' 



sin X cos X 



welche nach (3) und (4) dieses §. oder nach (7) und (8) des §. 72 zu 
integriren sind. 
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Wenn g = 2n -{- \ eine ungerade Zahl ist, so wird 



coa^x j (1 — sin 'x)** d sin X 

dx "^^ 



sin "x sin ™x 

Setzt man hierin sin x^= z, so kommt 

(10) ^«ix=<l=^ 

sm X B 

Diese rechte Seite ist eine rationale algebraische Funktion , welche 
integrirt werden kann. 

Wendet man auf den Ausdruck 

x" Arc(sin = x)dx 

die Formel f u dv = u v — f v d u des theil weisen Integrirens an, 

indem man setzt 

d V =: x" d X, o == Are (sin = x) 

so erhält man zunächst 

x™+i . dx 

V = r—r, du=:- 



n-f 1 ' "V I — X« 

Führt man die Werthe von u, v und d u ein, so folgt 
/ x" Are (sin n: x) d x = — t—t Are (sin = x) r— p / ■ ■^_ 

Allein das zweite Glied rechts kann nach Formel (5) des §. 278 
integrirt werden. 

Es sei das Integral fe'^^^da:, das in der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung vorkommt, abzuleiten. Man entwickle e~^* nach Formel (4) 
des §. 55 in eine Reihe, so kommt 

Folglich wird, indem man mit dx multiplicirt und integrirt 

X 

(11) Je »dx = x--3- + i._-.^.— + .. 

O 

Die erste dieser beiden Reihen ist für jeden endlichen Werth von 
X konvergent, also ist es auch die zweite Reihe. 

2M. Reike von Johann Bernoulli. Durch Anwendung der 

Formel 

/*udv=:av—/'vdu 

des theilweisen Integrirens erhalt man 
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/■fix) • d X = f (x) • X — / f (x) X d X 
/f(x)xdx = f(x)~-/f'(x).-^dx 

/f'(x).^dx = r(x)~— /f"(x)-^dx 

• • • , • • 

und durch Addition dieser Gleichungen 

/f(x)dx = f(x).x-f'(x)~ + f'(x).~^-f"(x). 2:^:4 + -+C 

Diess ist die von Johann ßernoulli zuerst angegebene Reihe. 
Sie ist, wie jede Reihe überhaupt, nur zulässig unter der Bedingung 
ihrer Konvergenz. 

Um das Integral flogxdx nach dieser Formel abzuleiten, hat man 

f(x)zr:|ogx; r(x) = x-'; r'(x) = — x"' 

f"(x)~2x""'; P(x)=r-^6x-S e^(x) = 24x""* etc. 

Setzt man diese Werthe in die vorstehende Reihe, so ergiebt sich 

/logxdx.= x(logx-^~2^~-^>-..) + 



C 



11 liähcrunjgsttJUifc imchttuttg büpmmttr Jnttgrak 

281. Einfache (luadratur. Lässt sich das bestimmte Integral 

(1) jf(x)dx 

a 

durch keine der bisher in Anwendung gekommenen Methoden fin- 
den, so bestimme man seinen Werth wie folgt. Es sei x dieAbscisse 
und f(x) die Ordinate einer Kurve B E (Fig. 103). Diese Kurve 
sei stetig zwischen den Grenzen 

xr=a = OA und x=::b = OD 

so werden die diesen Grenzen entsprechenden Ordinalen AB =^ f(a) 
und D E = f (b) sein. Nach §. 87 kann das Integral (1) als eine 
Summe aus unendlich vielen, unendlich schmalen Rechtecken, wie 
A B C A\ ,, angesehen werden, welche die Fläche AB ED voll- 
ständig füllen. Man nehme die Anzahl dieser Flächentheile ^qdlich^ 
theile den Unterschied A D = b — a in n gleiche Theile k, mache 
also k = AA^ =■ A* A'* = . . , bezeichne der Einfachheit wegen die 



3i9. 103. Orrfioateo, welche den Abscissen a, o-(- h, a — }— 

2k,.. a-\-nh entsprecheo mit Sq, s,, s^, .. Sa 

' und belrnchte die Flacbentheile zwischen je zwei 

benachbarten Ordinalen als Trapeze; so sind die 

Inhalte dieser Trapeze 

-S <..+-.). |(..+.,)... !(..-,+..) 

I Die Summe dieser Trapeze ist annähernd der 

Werth dex bestimmten Integrals. Folglich wird die Formel 

(2) /fWdx = l.ti«o + B, + ., + .. + i,_, + i«J 

um so naher den Werlh des gesucblen Integrals geben, je kleiner das 
Intervall k genommen wiid. 

282. Siapsci'sche Regel. Es gelle die bisherige Bezeichnung. 
Man Iheile den Abschnitt A A" ^= 2 A in drei gleiche Theile und er- 
richte in deo beiden Theilpunbten die Ordinateu v und u, betrachte 
die dadurch zwischen den Ordinalen s^ und x^ entstandenen drei 
Flacbentheile als Trapeze, so ist ihr Inhalt gleich 

y(z„ + T) + |{v + .i) + y(u + a,) = |-(z, + 2v + 2QH-i,) 

Diese drei Trapeze geben den Werth der Flache ABB" A" 
genauer als die beiden Trapeze zwischen den Ordinalen 2g.;3, und 3,,Zi- 

Dieser Werth ist jedoch zu gross oder zu klein, je nachdem die 
Kurve ihre konvexe oder konkave Seite der Absciuenaxe zukehrt. Setzt 
man noch V'\-u-=-1 s, was sehr nahe richtig ist, so wird der Aus- 
druck rur die Flache im ersten Fall kleiner, im zweiten grosser, so 
dasE eine iheilweise Ausgleichung der Fehler entsteht. 

Dadurch wird die zwischen Sq und m^ liegende Flache 

AA-ß"B = j(Bo + 4a, + «,) 

Ganz ebenso ist die Fläche zwischen je zwei weitern Ordinalen 
mit geraden Slellenzeigern 

Durch Summation dieser Ausdrucke erhall man den angenäherten 
Werlh der ganzen Fläche zwischen 3„ und Sb gleich 

/f{x)d^=^a, + 2(z, + », + .. + z,_,)+4(z,+«, + .. + ^,_l) + ,.] 

Diese Formel nennt man die Simpson'sche Regel. 
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2S3. lethode Ton P^isson. Das unbestimmte Integral von 
f(x)dx sei y (x)y so wird sein 

(1) ff(x)dx=:'f(x) + C 

und somit für die Grenzen a und b 

(2) Jf(x)dx=:y(b>— f'(a) 

a 

Man diflerentiire (1), so kommt 

(3) f(,) = ^ = „.(x) 

Der Werth von ^ (b) — V> (a) des bestimmten Integrals kann 
nun aus der Relation (3) ermittelt werden. Man erhält vermöge des 
Tay lo raschen Satzes 

(^(a + h)=ry(a) + hf(a) + -!^f(a) + -?~r(a) + .. 
^(a + 2h) = y'(ft + h) + hf(a + h)+-y^f(a + h) + .. 

(f(a + nh) = y.(a-hnh — h) + hf(a + nh — h) + -y^f (a + nh--h) + .. 

Man setze in diesen Gleichungen .n h = b — a und addire sie, 
so kommt 

(4) ^f(b) — <f.(a) = h[f(a) + f(a + h) + .. + f(a + nh-h)] 

+ -^'-[f"W + f"(a + h) + .. + f''(«+'nh-h)] + .. 

Ganz ebenso wird sein 

(5) f(b)-f(a) = h[f(8) + f'(a + h) + .. + f(a + iili-b)] 

+ -Y-P"(a) + f"(« + h) + .. + f'(a + nh-h)] + .. 

(6) f(b) — f'(a)=zh[f'(a) + f"(a + h) + .. + f'(a + Bh--h] + .. 

h h^ 

Man multiplicire (5) mit — y und (6) mit -r^ und addire nachher 

diese Gleichungen zu (4), setze dabei h als eine sehr kleine Grösse 
voraus, so dass in der Summe die Glieder, welche h in einer höhern 
als der zweiten Potenz enthalten, vernachlässigt werden können ; so er- 
hält man mit Rücksicht auf (2) 
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(7) /f(x)dx = li[Jf(») + r(« + li)H-.. + f(a + nh-h) + if(b)] 

*a 

--5J[f'(b)-f'(a)] 

Das erste Glied rechts stimmt mit der Formel der einfachen Quadra- 
tur überein; es stellt also die Summe der Trapeze zwischen den auf 
einander folgenden Ordinaten dar (Fig. 103). Wegen des zweiten 
Gliedes rechts in (7) bietet diese Formel eine grossere Genauigkeit 
dar als jene der einfachen Quadratur. 

# 

Beispiel. Es soll der Werth des bestimmten Integrales 

n dx 

o 

näberungsweise berechnet werden. 

Man theile die AbscissendifTerenz b — a=l,2 — in 6 gleiche 
Theile, so erhält man als Werthe der Abscissen und entsprecheodeo 
Ordinaten 

Absc. :=0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 

Ord. =1 0,9020 0,9398 0,8224 9,6614 0,5000 0,3665 

Setzt man diese Ordinaten von j:^^ an bis s^ in die vorstehenden 
Formeln und nimmt k = 0,2^ so erhält man als Werth des Integrales 

I. Nach der einfachen Quadratur 

= 0,2. 4,5991 = 0,9198 

iL Nach der Simpson' sehen Regel 

= -^. 13,8267 = 0,9218 

Behufs Anwendung der Po isson' sehen Formel hat man zunächst 



l+x'' ^^~ (1 + x»)« 

Der Werth von /*' (w) wird für x = = a und j?= 1,2 = A zu 

f (a) = 0, r (b) = — 0,5803 
Folglich das Glied 

**' [f'(b) — f (a)] = —^ • 0,5803 = 0,0019 



12 •■ ' A ' '^ 12 
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lind da das erste Glied rechts in der Forme} (7) den gleichen Werth 
hat wie der der einfachen Quadratur, so ist der verbesserte Werth gleich 

0,9198 + 0,0019 — 0,9217 

Man sieht, dass die drei Werthe, namentlich die beiden letztern 
nur wenig von einander abweichen. 

III. ä^ttfs^^^w »^2 ^^*^ (ßcomdm. 

2S4. Rektifikation der Kurveii von doppelter Krümmung. Denkt 
man sich diese Kurven aus unendlich kleinen, geradlinigen ßogenele- 
menten zusammengesetzt, so kann man durch je zwei auf einander 
folgende eine Ebene legen. Eine solche Ebene heisst KrümmuDgs- 
ebene (Oskulationsebene) und der Winkel, welchen die zwei Bogen- 
elemente einer Krümmungsebene bilden , Kontingenzwinkel (§. 263). 
Dieser Winkel ist das Mass der ersten Krümmung. Je zwei auf ein- 
ander folgende Krümmungsebenen schneiden sich und bilden einen 
Winkel, welcher als Mass der zweiten Krümmung der Kurve betrachtet 
wird. 

Sind diese Kurven auf drei rechtwinkelige Axen bezogen, so kön- 
nen sie als gegeben angesehen werden durch ihre Projektionen auf 
zwei der drei Goordinatenebenen x y, x Zy y z. 

Nun seien o", y, z und x-\-dx, y^dy^z-[~dz die Coordi- 
naten zweier einander unendlich nahe gelegener Punkte der Kurve, so 
kann man das dazwischen liegende Bogenstück, das wir mit äs be- 
zeichnen wollen, als geradlinig ansehen. Alsdann ist ds die Diagonale 
eines rechtwinkeligen Prismas, dessen Kanten d x^ d y und dz sind. 
Folglich wird sein 



d s = V d x^ + d y« + d z« oder 



,0 ..=..|/,+(^)-+(4j) 



2 



Die Winkel , welche das Bogenelement d s mit den drei Axen 
Xy y, z machte seien a, /3, 7, so ist 

^x fl cl y dz 

(2) cos « = -i — ; cos j5 n: -j^ ; cos y = -j — 

^ ^ ds ds 'ds 

Durch (1) wird die Länge, durch (2) die Richtung der Kurve im 
Punkte X, y, z bestimmt. Erhebt man die Gleichungen (2) ins Quadrat 
und addirt sie, so folgt « 

cos *« -f CO« */? + cos ^y = 1 

AuTENiisiniRR, Elcmentarbaeh. 19 
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Um den Bogen s der Kurve zwischen den Abscissen o^q und o: 
zu finden, hat man nur das Integral 



«- •=/''F'+(4f)+(jf)' 



auszuführen, zu welchem Zwecke die Verhältnisse -r^, -r— aus den 
^ dx dx 

Gleichungen der Kurve abzuleiten, in einer Variabein ^r auszudrücken 
und in Formel (3) einzurühren sind. 

2S5. Länge einer Cleraden in Ram. Die Gleichungen der Gera- 
don auf der Ebene x y und x z seien 



Hieraus folgt 



\ 



= ax + a'; arrbx-|-b' 



4^=:a; 4^ = b; ds=: d x Vi +a« + b» 
d X dx 



und mithin die gesuchte Länge 



X 

Td X Vi + a^ + b* = (x — xo) V l + a* + b« 



«0 



286. Lange einer Sclu*aiibenlinie. Die Axe eines Kreiscylinders 
vom Halbmesser a falle in die z Axe und seine Grundfläche in die 
Ebene x y. Es befinde sich auf der Gylinderfläche eine Schrauben- 
linie, welche den konstanten Winkel a mit der Ebene x y bildet und 
in der x Axe beginnt. Die Goordinaten eines Kurvenpunktes seien 
X, y, %. Man lege durch diesen Punkt und die s Axe eine Ebene. 
Sie bilde mit der Ebene x z den Winkel ^ , wobei fp im Bogenmass 
ausgedrückt wird, so ist 

X = a CO» y», y = a »in y, z = a </' tg a 

Hieraus folgt 

dx = — asin^d^, dy=a co8<f d<f, dz = atgad<f 
d »« r= d X« + d y» + d z« = a« ( 1 + a« tg ««) d <f « 

g = a Vi +a»tg«Ä j d<f ^aCcf/ — <fo)^l+a*tg'« 

287. Schnittlinie iweier Cylinderladien. Die Axen zweier Cylinder, 
welche gleichen Halbmesser a haben, sollen sich schneiden und zwar 
unter rechtem Winkel, ^s ist die Länge der Kurve zu bestimmen, 
längs welcher sich die Gylinderflächen durchdringen. 
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Man nehme die Axe des ersten Cylinders in der z Axe, die des 
zweiten in der x Axe an, so ist die Gleichung der ersten Cylinder- 
fläche auf der Ebene x y 

(1) X* + y« z= a« 

und die der zweiten auf der Ebene y z 

(2) y« + Z« =r a« 

Für die Durchschnittskurve müssen die Werthe von x, y, z in 
beiden Gleichungen gleich sein. Setzt man die Werthe von a^ ein- 
ander gleich, so folgt 

(3) X« = B» 

woraus sich ergiebt x =^ ^ z, d. h. die beiden Durchschnittskurven 
projiciren sich auf der Ebene xz längs zwei geraden Linien, welche 
die s Axe unter Winkeln von 45*^ scheiden. Mithin liegen diese Kur- 
ven in Ebenen, welche zur Ebene x z senkrecht stehen. Diese Ebe- 
nen schneiden sich längs der y Axe. 

Aus (1) und (3) folgt durch Differentiation 

d y X d g X . 

dx y ' dx z 

Vermittelst dieser Werthe erhält man 



ds = dx 



1/2 + 



X^ 

,2 



y^ 

Führt man hierin den Werlh von y aus (1), so kommt 






(4) 



Um diese Formel zu integriren, setzen wir 

X = a sin 7 , d x ^= a cos </' d y 

^ kommt aus (4) 



j y2 — sinV ^nr. /, sin > \S 
d s = a cos ^ d (f — = « v 2 d </» ( I ^ ) 

vi — sin «^ ^ ^ ^ 

Entwickelt man die zweitheilige Grösse nach dem binomischen 
Satz in eine Reihe, so wird 

, -xr—. (. »in«</' sin^if/ sin «(f/ \ 

(5) ds = ay2d</(l -^- 32- viT ^^ " 1 

Um den vierten Theil einer der beiden Kurve zu erhalten, muss x von 



n 



Obisa^ also 9> von bis -» genommen werden. Nun ist 

19* 



jim^ifdf.-^, f slii*vd» = 7^, r«! 



Bezeichcel s die Länge einer ganzen Kurve, so erhall man Ter- 
mittelst diese)- Werllie aus (5) 

^-«■aVäri— ' ? 5 ^ 

n ~ ■' ' * V 8 256 2048 V 

2SS. VsliBen eiies KiriKtrs io recbtwlKkeligei CMrdinat«^. Die 
Gleiclmng der Oberfläche, welche den Korper begrenzt, sei 
(1) 2 = r(x,y) 

Die Cylinderfläche , deren Kanten den Kürper herUhren und mit 
' der s Ave parallel laufen, schneide die Ehene ;r y längs einer Kurve 
ekfk (Fig. 105)- Die Flüche, welche diese Kurve einschliesst, kann 
als die Projektion des Kurpers auf der Ebene xy angesehen werden. 
Man ziehe von a und c aus Tan^^enlen an diese Kurve, parallel zur 
y Axe und ebenso von m und-n Tangenten an dieselbe, parallel zur 
X Axe, so wird die Kurve von diesen vier Geraden eingeschlossen. 

1. Man lege einen ebenen Schnitt durch den KOrper parallel zur 
Ebene y x \m Abslande Ab^x vom Anrangspunkt aus. Diese 
Schnittebcne schneide die Projektion längs der Geraden e f. Die 
Flache dieses Schnittes sei X. Lässt man x ma d x zunehmen, d. h. 
rückt X um dx, parallel zu sich selbst fort, so heschreihl X das 
Volumenelement Xdx. Dieses Volumenelemenl ist ein unendlich 
Kleines der ersten Ordnung. Lasst sich X'xnx allein ausdrücken, so 
hat man nur das DifTerential X d x z\i iolegriren, um den Inhalt des 
ganzen Kürpers zu erhalten. Die Grenzen von x sind hierbei die 
Werthe A a und A c. 

^j. ,05 Man lege einen ebenen Schnitt durch dsn 

Kürper, parallel zur Bbene xs, im Abstände 
y'^Ag vom Anfangspunkt aus. Diese Schnitt- 
ebene schneide die Projektion längs der Gera- 
den h k. Der Werlh dieses Schnittes sei Y. 
Man lasse y um d y zunehmen, d. h. man 
schiebe Y um d y, parallel zu sich selbst, fort, 
so beschreibt Kdas Volumenelement Ydij. I-Hsst 
sich Y durch die Variable y allein ausdrucken, so inlegrire man Ydy 
und nehme das Integral zwischen den Grenzen Am und An und 
man erhalt den Inhalt des ganzen Kurpers. 
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11. Legt man Schnittebcncn durch den ganzen Körper, senkrecht 
zur X Axe, in den Abständen d x von einander, sodann Schnittebenen, 
senkrecht zur y Axe, welche je \m\ dy von einander abstehen; so 
theiien diese zwei Systeme von Schnittebenen den Körper in Prismen 
mit den Grundflächen dx dy (diese Grundflächen parallel zur Ebene 
X y gedacht) und mit Höhen , welche den verschiedenen Werthen von 
s entsprechen, die sich aus der Gleichung (1) ergeben. Deshalb ist 
der Inhalt eines solchen Körperelemenles ^=^ z d xdy oder auch = 
f(Xyy) dxdy. Dieses Körperelement ist ein unendlich Kleines der 
zweiten Ordnung. Um daraus das unendlich Kleine Xdx der ersten 
Ordnung zu erbalten, denke man sich im Ausdrucke f(x,y)dxdy 
die Grösse x konstant und integrire in Hinsicht y. Man erhält 

(2) Xdx=dx/f(x,y)dy 

Hierin ist y zu nehmen von b e h\% b f^ wenn x = ^ b ist. 

Um den ganzen Körperinhalt zu erhalten, muss (2) integrirt wer- 
den in Hinsicht x. Man erhält in Zeichen ausgedrückt 

(3) /Xdx=:/dx/f(x,y)dy 

Die Grenzen von x sind ^ a und ^4 c. 

Um aus dem DifTerential f(x,y)dxdy der zweiten Ordnung 
das DifTerential Ydy der ersten Ordnung abzuleiten, nehme man y 
als konstant an und integrire f (x, y) d x d y in Hinsicht x. Man erhält 

(4) Ydy=:dy/f(x,y)dx 

Hierbei ist x zu nehmen von x = g k bis x := g k, wenn 
^ g = y ist. 

Um den ganzen Körperinhalt zu bestimmen, integrire man (4) in 
Hinsicht y zwischen den Grenzen y = Am und y =^ An, Man erhält 

(5) /Ydy=/dy/f(x,y)dx 

Beide Integrale (3) und (5) geben den Inhalt des ganzen Körpers 
für die bezeichneten Grenzen. Die Reihenfolge der Integrationen, 
welche d^n f(x, y) d x dy auszuführen sirfd, ist dabei verwechselt. 
Schreibt man abgekürzt a und c für ^ a und A c; ebenso m und n 
für A m, A w; h und k für g h und g Ar; e und /* für b e und b /; 
so wird man durch Gleichsetzung der Werthe aus (3) und (5) erhalten 

(6) /dx/f(x,y)dy = /°dy/f(x,y)dx 

a e ' m h 
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Setzt man bei den Integralen (3) und (5) die riehtigen Grenzen 
stillschweigend voraus, so schreibt man auch statt dieser Integrale all- 
gemein 

(7) //f(x,y)dxdy 

Ist die Projektion des Körpers in der Ebene x y ein Rechteck, 
dessen Ausdehnung längs der x Axe von a bis c und längs der y Axe 
von m bis n reicht, so verwandelt sich die vorstehende Formel (6) in 

(8) / d X /"f (x, y) d y = /d y / f (x, y) d x 

am m a 

Sind somit die Grenzen der Variabein x und y von einander un- 
abhängig, so ist die Reihenfolge der beiden Integrationen, welche am 
Differential f(x,y)dxdy auszuführen sind, ohne Einfluss auf das 
Endresultat. 

Die vorstehenden Inlegrale (6), (7)^ (8) nennt man zweifache oder 
doppelte Integrale. 

lU. Legt man durch den Körper Ebenen, senkrecht zur z Axe, 
welche je um dz von einander abstehen^ so liegen zwischen den drei 
Systemen von Schnittebenen rechtwinkelige Prismen, deren Seiten 
d X, d y und d z sind. Das Volumen eines solchen KOrperelementes 
\si = d X d y d z. Dieser Ausdruck ist ein unendlich Kleines der 
dritten Ordnung. Zur Herstellung des ganzen Körperinhaltes sind so- 
mit in diesem Falle drei Integrationen auszuführen. Die allgemeine An- 
deutung dieses Inhaltes ist 

/dx/dy/dx=/dy/dz/dx,.. 

wofür man auch schreibt 

(9) ///dxdydz 

Hierbei sind die Grenzen der Variabein ähnlich zu wählen wie in 
den Formeln (3), (5) oder (6), so dass schliesslich alle Körperelemente 
d X dy dz, welche den ganzen Körper zusammensetzen, durch diese 
Integrationen summirt werden. In jedem gegebenen Falle hat man 
sich bei jeder der drei Integrationen Rechenschaft abzulegen von der 
geometrischen Bedeutung des Integrals und somit auch von den Gren- 
zen der Veränderlichen. Geschieht diess, so erhält man dasselbe End- 
resultat, in welcher Reihenfolge die Integrationen von (9) vorgenom- 
men werden. Diese letztern Integrale werde dreifach genannt. 

Sind die Grenzen der drei Variabein von einander unabhängig, so 
gilt für das dreifache Integral (9), was in diesem Falle von dem zwei- 
fachen Integral (8) gezeigt wurde. 



h 



— 295 — 

289. Y«luieB einer Kugel. Die Gleichung der Kugelfläche ist, 
wenn ihr Mittelpunkt in den Anfangspunkt der Axen fällt und der Ra- 
dius mit a bezeichnet wird 

Folglich wird der Inhalt eines prismatischen KOrperelementes mit 
der Grundfläche dx dy und der Höhe s gleich sein. 

d X d y Va* — x' — y* 

Betrachtet man hierin x als konstant und integrirt diese Grösse 
in Hinsicht y, so erhält man ein scheibenförmiges Körperelement von 
der Dicke d x und der Grundfläche X, Man kann daher schreiben 

Xdxi^dx/dy Va« — x* — y« 

Allein die Schnittfläche X durch den Körper, senkrecht auf die 
X Axe, im Abstände x von der Ebene y x, ist ein Kreis vom Inhalt 

•TT (ä* -f- y^). Also ist 

X = TT (y« + 2*) = n (a« — x«) 

Vermöge dieses Werthes von A' ist das Doppelintegral fzdxdy 
auf das einfache J X d x zurückgeführt. Das Volumen der Kugel ist 
hiernach 

fXdx=nf (a* — x«) d x = 1 a» TT 
— a — a 

290. Y^lnmen eiies Eilips^ides mit ilrei Terschicdenen Axei. Die 

Gleichung der Oberfläche dieses Körpers für den Mittelpunkt als An- 
fangspunkt ist 






a» ' O" ' c 

worin a,byC die drei Halbaxen bezeichnen. 

Ein Schnitt durch das Ellipsoid, senkrecht zur x Axe und im Ab- 
stand X vom Anfangspunkt, giebt eine Ellipse, deren Gleichung ist 

a« "^ c« ~ a« 

In dieser Gleichung denke man sich x konstant, so wird für ;? = 
die Grösse 

zu der Halbaxe dieser Ellipse, welche parallel zur y Axe. Ebenso ist 



V' 



x« 



a* 
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die Halbaxe dieser Ellipse, welche parallel zur z A\e liegt. 

Die Fläche einer Ellipse ist aber =^ABiz, worin ^ und B die 
halben Axen bezeichnen. Daher ist die Fläche jenes Schnittes, senk- 
recht zur X Axe, gleich 

und somit das Volumen des Ellipsoides für unbestimmte Grenzen 

Jxdx=:;rbcJ(l--^)dx = 7rbc(x>-^)-fC 



Folglich das ganze Ellipsoid 

+a 
Xdx=:f7rabc 

— a 






Hiernach ist das Volumen eines Ellipsoides ^ vom Volumen des 
umschriebenen geraden Cylinders, dessen Kanten parallel zu einer der 
Axen liegen. 

291. Y^Iunen eines sehief abgeschnittenen Cylinders. Der Halb> 

messet* des Cylinders sei = R^ die Cylinderaxe falle zusammen mit 

der z Axe, so wird die Gleichung des Durchschnittes mit der Ebene 
X y sein 

(1) x* + y« = R* 

Die Gleichung der Ebene, welche den Cylinder schneidet, sei 

(2) j-ax + by + c 

Es soll das Volumen des Cylinders bestimmt werden, welcher 
zwischen dieser Ebene und der Ebene xy liegt. 

Das prismalische Volumenelement, dessen Grundfläche dxdy 
auf der Ebene xy liegt, ist = z d x d y. Führt man hierin den 
Werth von z aus (2), so erhält man als Ausdruck des Volumen- 
elementes 

(a X + b y -|- c) d X d y 

Das unbestimmte Integral dieser Formel in Hinsicht y ist gleich 

(3) (axy+-^ + cy)dx + C 

worin C die Konstante der Integration bezeichnet. Die Grenzen von 
y sind vermöge (1) 



y = — Yr^ — X« und yzr + yR^ — x« 
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Für diese Grenzen erhält man aus (3) 

(4) 2 (a X + c) YK^—x^ d x 

Diess ist das Volumen eines Theiles des Cylinders, welcher zwi- 
schen zwei Ebenen liegt, die parallel zur Ebene y s laufen und von 
ihr um x und x -]^ dx abstehen. Das unbestimmte Integral von 
(4) ist 

- -^ (R« - x«/' + c [x Y^^ - x^ + RMrc ^sinz^:-^)! + C 

Um den Inhalt des ganzen Cylinders zu erhalten^ ist hier x von 
— Ä bis -f- Ä zu nehmen. Mithin wird der Inhalt des ganzen Cy- 
linders gleich 

Nun ist R^ TT die Grundfläche dieses Cylinders in der Ebene o;«/; 
somit ist Cy d. h. das Stück, welches die Ebene (2) auf der z Axe 
vom Anfangspunkt aus abschneidet, seine mittlere Hohe. 

292. Y«lttmeB eines Körpers In P«larc««rdinaten. Man nehme den 
Anfangspunkt der drei rechtwinkeligen Axen Xy y, z als Pol an. Es sei 

s der Radiusvektor eines Punktes, also der Abstand dieses Punk- 
tes vom Pol, 

q) der Winkel, welchen die Ebene durch r und die z Axe mit 
der Coordinatenebene x z bildet und 

9 der Winkel, welchen r mit der Ebene x y einschliesst. 

Denkt man sich vom Pol aus mit dem Radius r eine Kugelfläche 
beschrieben, so kann man, gemäss der Bezeichnung eines Punktes öder 
Ortes auf der Erdoberfläche, die Grösse (f die Länge und B die Breite 
des fraglichen Punktes auf der Kugelfläche nennen. In diesem Sinne 
wird die Ebene x y zur Aequatorebene , die z Axe zur Drehaxe und 
r cos 9 zum Halbmesser des Parallelkreises , der durch den Punkt 
geht. Die Bogeuelemente rd9 auf dem Meridian und rcosO£if9> auf 
dem Parallelkreis können als Seiten eines rechtwinkeligen Flächen- 
elementes angesehen werden, dessen Inhalt = r* cos ö rf O rf y. Die- 
ses Flächenelement kann als Grundfläche einer Pyramide betrachtet 
werden, deren Spitze im Pol liegt. Beschreibt man mit dem Radius 
r -{- d r eine zweite Kugelfläche, so kann der Theil dieser verlänger- 
ten Pyramide, welcher zwischen diesen beiden Kugelflächen liegt, als 
ein Prisma angenommen werden, dessen Grundfläche r^ c>o%9 d 9 d ^ 
und dessen Höhe d r ist. Das Volumen dieses Körperelementes ist 

daher gleich 

r'^drcoseded^f 
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Dieser Ausdruck muss in Hinsicht der drei Variabein r^ ^, 9> 
zwischen den Grenzen integrirt werden, welche sich aus der Form des 
zu suchenden Volumens ergeben. Macht man sich von Integration zu 
Integration eine Vorstellung von der geometrischen Bedeutung der Re- 
sultate, so findet man jene Grenzen leicht. In diesem Sinne ist die 
Reihenfolge der Integration ohne Einfluss auf das Endresultat. 

293. Inhalt einer Kngel. Man nehme im vorstehenden Ausdrucke 
des Volumenelementes zuerst 9 zwischen den Grenzen 9 = und 
9 = 2 TT, so erhalt man dadurch einen KOrperring längs des Parallel- 
kreises vom Inhalt 

2 71 r« d r cos a d 

Das unbestimmte Integral hiervon in Hinsicht S ist 

27rr«dr8ine + C 

Nimmt man hierin 9 von — y bis + y , d. h. vom Süd - bis 

zum Nordpol, so erhält man den Inhalt einer Kugelschale von der 

Dicke d r gleich 

2wr«dr(l + l) = 47rf«dr 

Mithin wird der Inhalt einer hohlen Kugel mit den Radien r^ 
und r sein 

4vryr«dr=rfw(r» — To») 

294. Inhalt krammer Merfächen. Die Gleichung der Oberfläche sei 

(1) B = f(x,y) 

Man lege durch diese Oberfläche zwei Ebenen, parallel zur Ebene 
y z, in den Abständen a: und x -{- d x vom Anfangspunkte der Axen; 
ebenso zwei Ebenen, parallel zur Ebene x s, in den Abständen y und 
y -\- d y vom Anfangspunkte aus. Diese vier Ebenen schliessen ein 
Element der gegebenen Oberfläche ein, das wir mit w bezeichnen 
wollen. Die Projektion von w auf der Ebene x y ist das Rechteck 
d X d y. Dieses Flächenelement bilde mit der Ebene x y einen Win- 
kel a, so wird sein 

d X dy 



(2) w 



cosa 



Hierin ist cos a durch die Cordinaten der Fläche (1) auszudrücken. 
Zu diesem Zwecke lege man durch das Flächeuelement w eine Ebene, 
so wird diese Ebene die krumme Oberfläche im Punkte x, y, z be- 
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rühren und den Winkel a mit der Ebene xy bilden. Die Gleichung 
dieser Berührungsebene sei (vergleiche die Aufgabe in §. 261) 

(3) z=:ax-|-by-|-c 

Irgend ein Loth auf diese Berührungsebene bildet mit der s Axe 
ebenfalls den Winkel a. Statt eines beliebigen Lothes nehme man 
dasjenige^ welches durch den Anfangspunkt der Axen geht, so sind 
die Gleichungen dieses Lothes (§. 261, Formeln 4 und 5) 

(4) x+az=:0;y = bz = 

Allein die partiellen Differentialverhällnisse der Gleichung der 
Ebene (3) sind 

..V dz d z . 

(5) -TT-=f^i 



dx "~ ' dy~ 

Im Berührungspunkt sind die Coordinaten x, y, s der krum- 
men Oberfläche und der Berührungsebene dieselben. Man kann 
daher die Vorzahlen a und by welch'^e in der Gleichung (3) der Be- 
rührungsebene und in den Gleichungen (4) des Lothes vorkommen, 

ableiten, wenn man die partiellen DifTerentialverbflllnisse -j— und -j— 

der Gleichung (t) der krummen Oberfläche bildet. 

Nun nenne man p die Länge des Lothes vom Anfangspunkte aus 
und x^ yy z die Coordinaten seines Fusspunktes auf der Berührungs- 
ebene, so wird sein 

p = Vx« + y« + z* 
(6) cos « = — = 



P Vx^ + y^ + z» 

Führt man die Werlhe von x und y aus (4) in (6), so findet man 

1 



cos« 



V~l+a»-f b« 
oder mit Rücksicht auf (5) 

(1) cos « 



i/'+m)"+(^) 



a 



Setzt man diesen Werth von cos a in (2), so folgt als Werlh des 
Flächenelementes 



(8) 



• = -»"F'+(^)"+(47)' 



dz 



Wird hierin -r— = a = 0, so geht die Gleichung (3) über in 
s = b y -\- c, Diess ist die Gleichung einer Ebene , welche parallel 
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zur X \xe liegt. Mithin wird w zum Element einer cylindrischen 

Fläche, deren Kanten parallel zur x Axe liegen. 

d z 
Wird -j— = b = 0, so wird w zum Element einer cylindrischen 

Fläche, deren Kanten parallel zur y Axe laufen. 

Sind -j^' und -j— zugleich = , so verwandelt sich die For- 
mel (8) in 

w = dx d y 

als Ausdruck des Elementes einer Fläche, welche in der Ebene xy 
liegt oder mit ihr parallel ist. 

295. •beriäche der Kngel. Aus der Gleichung der Kugel 
folgt durch Differentiation 

^ ' dx ~" z ' dy ~ z 

Hierfür wird das Element der Kugelfläche 



w = dxdy]/l + ~ + 



z* 



oder indem man auf gleiche Benennung hringt und Formel (1) be- 
rücksichtigt 

(3) ,=:^i^4L=- 

V R« — X« - y» 

Um dieses Differential (3) in Hinsicht y zu integriren, nimmt 
man x als konstant an. Man erhält 

(4) Rdx r . ^ ^y ^RH^arrfüin— ^ ) -f C 

J VR^-x'^-y* V yR«-xV 

Dieses Integral stellt ein Flächenelement dar, das über der Ebene 
X y liegt und von zwei Schnittebenen eingeschlossen wird , welche 
senkrecht zur a? Axe liegen und um x und x -\- d x vom Anfangs- 
punkt abstehen. Dieses Element hat die Form eines abgekürzten Ke- 
gelmantels, dessen Kanten unendlich klein sind. Bei konstantem x 
werden die Grenzen für y aus (1) erhalten , wenn man ;:^ = setzt. 
Diess giebt y = J^ Vr* — x*. Nimmt man das Integral (4) zwischen 
den Grenzen y = — Vr» — x« und y = -j- Vr* — x*, so erhält man 
als Werth des ganzen Flächenelementes über der Ebene xy: 

TrRd X 
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Mitbin wird die Kugelfläche über der Ebene x y 

-4-R 
ttR fdx = 2 7rR« 

Würde man das Differential (3) zuerst in Hinsicht x integriren, 
so wäre y konstant zu nehmen. Man erhielte zunächst ein Flächen- 
element über der Ebene x y, das zwischen zwei Ebenen liegt^ welche 
senkrecht sind zur y Axe und um d y aus einander stehen. Die 
Grenzen von x würden aus (1) erhalten, wenn man s =^ setzt. 
Diese Grenzen wären also a: = J^ Vr* — y*. 

Bemerkung. Die Gleichung einer Ebene sei 

z'=:ax' + by'-fc 

Damit diese Ebene die Kugel (1) im Punkte x, y, s berührt, 

muss sein 

z:=:ax-f-by-|-c 

Durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen folgt 

2-z' = a(x-x')+b(y-y) 

Führt man hierin obige Werthe von a = -^ — und b = -j—, wie 
sie aus der Gleichung (1) der Oberfläche hervorgehen, ein, so kommt 

z-z— --^(x-x')~-^{y-y') 

z ^ 

oder indem man mit z multiplicirt und die Gleichung (1) berück- 
sichtigt 

xx'-i-yy' + zz'=:R* 

Diess ist somit die Gleichung einer Ebene, welche die Kugel 
berührt. 

296. Cylinderfläche in einer Kugelfläche. Ein Kreiscylinder sei 
durch eine Kugel gesteckt. Man soll den Theil der Gylinderfläche be- 
stimmen, welcher innerhalb der Kugelfläche liegt, unter der Voraus- 
setzung, dass der Mittelpunkt M der Kugel (Fig. 106) auf der Cylin- 
derfläche liege und dass der Durchmesser M A des Cylinders gleich 
dem Halbmesser R der Kugel sei. 

Man nehme den Mittelpunkt der Kugel zum Ursprung der Coor- 
dinaten und lege die y Axe parallel zu den Kanten des Cylinders, so 
werden Kugel- und Cylinderfläche durch die Ebene x s längs zwei in 
der Figur abgebildeten Kreisen geschnitten, die sich in A berühren. 
Ein Punkt B des cylindrischen Schnittkreises habe zu Coordinaten 



Sig. 10«. MC=x, BC=s, w ist (B CP — MC ■ A C, 
I und Tolglich, ila A C ^= B — x ist 

I Die Gleichung der Kiige) isl 

I (2) x« + y« + 2» = R» 

Die Kugel- und Cylinderßäclie schneiden sich 
längs einer Kurve. Diese Kurve hat zur Projektion in der Ebene xs 
den Kreis MBA. Um die Gleichung dieser Kurve zu Anden , muss 
. man die Veründerlichen in (1) und (2) als gleich annehmen. Zieht 
man unter dieser VoraugseEzung Formel (1) von (2) ab, so erhalt man 
als gesuchte Relation 

(3) y»-i-Rx = R« 

Pur die Cylinderfläche ist ~r-^ü, weil die Kanten derselben 
parallel zur y Axe sind. Es folgt diese auch aus der Formel (1). Da- 
gegen erhalt man aus (1) 



dx iz 2VRX-X« 

Mithin wird das Element der Cylinderflache 



->F^ 



_ Rdxdy 



4(Rx-x') sYR 
Das unbestimmte Integral dieses DifTerenlials in Qinsicht y ist 

Zwei Ebenen, welche senkrecht zur x Axe stehen und den kh- 
stand dx von einander haben, schhessen zwei gleiche FJflchenelemenle 
des Cylinders ein. Das eine derselben liegt Über, das andere unter 
der Ebene x y. Das Integral (4) stellt das eine dieser Elemente dar, 
das über der Ebene x y liegt. Um dieses Element in der Richtung 
der y Axe durch die Kugelflache abzugrenzen, muss das Integral (4) 
genommen werden zwischen den Grenzen 

— VR' — Rx und + Vr» — r X 
wie sie sich aus (3) ergeben. Für diese Grenzen wird (4) zu 
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Nun ist 



/ 



4^ = 2VT+c 

V X 



Folglich das Integral (5) zwischen den Grenzen und R 

R 

RVä r4^=2R« 

J V X 

o 

Dieser Werth ist die Cylindd'fläche über der Ebene x y. Somit 
ist die ganze Cylinderfläche, welche von der Kugelfläche eingeschlossen 
wird = 4 Ä^. 

297. Kegelf äehe. Es sei h die Höhe, a der Radius der Grund- 
fläche und k die Kante eines senkrechten Kreiskegels. Man nehme 
die z Axe in der Axe des Kegeis und die x- und y Axen in der 
Grundfläche desselben an. Ein Punkt auf der Kante k habe zu Goor- 
dinaten Xy y^ z. Nun denke man sich das rechtwinkelige Dreieck, 
dessen Hypotenuse k und dessen Katheten a und h sind und ziehe 
vom Punkte x, y, z, der in der Hypotenuse liegt , eine Parallele zur 
Kathete a bis zur Axe, so ist die Länge dieser Parallelen = Vx' + y* 
und der obere Abschnitt der Kathete h=^ h — z. Daher erhält man 

die Proportion 

h : a = h — z : Vx^ + y« 

Hieraus ergiebt sich folgende Gleichung der Kegelfläche 
(1) z:=h- — Yx^-Hy^ 

Die partiellen Difllerentialverhältnisse von (1) sind 
dz h X dz h y 



dx a y^2Ji^^%' dy a y^^^r^y'^ 

Mithin wird das Element der Kegelfläche 

dxdylA , h^ x^ I h« y^ -'^dxdv 

r ^a^ x«+y* + a« x« f y* ~ ^ dxdy 

Das Integral dieses Ausdruckes in Hinsicht y ist 

(2) Adxy + C 

a 

Dieses Integral stellt ein Flächenelement dar, das zwischen zwei 
Ebenen liegt, welche senkrecht zur x Axe stehen und um x und 
X -\- dx vom Anfangspunkt der Axen entfernt sind. 
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Die erster« dieser beide» Ebenen schneidet die Grundfläche längs 
einer Sehne, welche parallel zur y Axe liegt und eine Länge = 
2 Va» ~ \" hat. Die Grenzen von y im Integra) (2) sind daher 
— Va' — X* und -|- ^a« — X». Diese Grenzen ergeben sich aus For- 
mel (1), wenn man in ihr s ^= setzt. Für diese Grenzen erhalt 
man daher aus (2) 

Mithin wird ein Theil des Kegelmantels, welcher zwischen zwei 
Ebenen liegt, welche parallel zur Ebene ys sind und einen beliebigen 
Abstand von einander haben, gleich 

Wird dieses Integral von ^ -:= bis x =■ a genommen, so erhall 
man den halben Inhalt des Kegelmantels = ^ a ir A. Also ist der 
ganze Kegelmantel ^ av k. 



IV. pßjftbaltHche ^uflgalten ütier ntehrj^clu Jitte^ralc 

29S. Tvrsiei eines recbtttinkellgen Prisaas. Die Kanten dieses 
Prismas seien a, b, c. Die Kante c stelle die Lange dar. Dieses 
Prisma werde an einem Ende seiner Lange Testgehalten und am an- 
dern verdreht durch ein statisches Moment M, dessen Krall in einer 
zur Kante c normalen Ebene liegt. Die Endfläche, in welcher das 
Moment M wirbt, sei a /> (Fig. 107). Die Faser« welche durch die 
Seil werp unkte aller Querschnitte geht, bleib! wahrend der Torsion ge- 
radlinig. Diese Gerade bildet die Drehaxe. Alle andern Punkte des 
Körpers vverdeii um diese Axe herum in der Richtung der Drehung 
vei'schoben. 

Man lege durch die Mitte des Quei'schnilles ab zwei recht- 
winkelige Alten X, y, parallel zu den Kanten a, b. Es seien 
3Jg, 107. X, y die Coordinaten eines Punktes n der Rechlecks- 
ihe. Ein Punkt dieses Querschnittes a b, im Ab- 
stände 1 von dem Drehpunkt 0, erhalte eine Drehung 
= et, so wird die Drehung des Punktes n, im Abslande 
Vx» -|- y' von der Drehaxe sein ^= a V"x" + j'. Die 
Kran, welche ein Plachenelemcnt dx dy in diesem 
Abstände um die Grosse a Vx'+y* verschiebt, ist 
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(§. 180) propoitional dieser Fläche, dieser Verschiebung, verkehrt pro- 
portional der Länge des Körpers und abhängig von einer Konstan- 
ten T. Folglich ist diese Kraft gleich 

-^ d X d y Vx' + y« 

c 

Multiplicirt man diese Kraft mit dem Hebelsarm On^ an welchem 
sie wirkt, so erhält man ihr statisches Moment gleich 

^dx dy(x«+y») 

Wird dieses Differential integrirt in Hinsicht x von ^ bis 

-j--«- und das Resultat sodann in Hinsicht y von 2~ ^'s -| — s-, 

so erhält man die Summe der statischen Momente aller Kräfte, welche 
die Flächenelemente des ganzen Querschnittes a b verschieben. Da 
die Grenzen von x und y von einander unabhängig sind, so ist die 
Reihenfolge, in welcher die beiden Integrationen ausgeführt werden, 
ohne Cinfluss auf das Ergebniss. In Zeichen ist daher 



Nun ist 



und 



M==-^r dy ( Ax(x^+y^) 
a % 

a 

+ T 
/dj(^ + ay.)^^(a^-tb^) 



Folglich 



2 



«=4f-"-r <•'+"*> 



Drückt man a, statt im Bogenmass, in Graden aus, so erhält man 

T a b TT «o 

M = — r- — - (a» + b«) 



12 c ' ' " 180 

299. Trägkeitsm^ment eher Kugel. Man lege durch den Mittel- 
punkt der Kugel die drei rechtwinkeligen Axen der x^ y^ z. Die Kugel 
drehe sich um die z Axe. Es sei r der Radiusvektor eines Punktes 

AuTBVHEiHBB, Bleneotarbach. 20 
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im Innern der Kugel, SP die geographische Länge und 9 die geogra- 
phische Breite dieses Punktes, so ist das Volumenelemenl der Kugel 
an dieser Steile, §. 292 

r* d r C08 G dSd(f 

Es sei m die Masse der Kubikeinheil des Materials in diesem 
Punkte, so ist die Masse dieses Volumenelemented 

m r' d r cos OdSdff 

Der Absland dieses Elementes von der s Axe als Drehaxe ist 
= ;* cos O. Multiplicirl man das Quadrat dieses Abstandes (§. 158) 
mit der vorstehenden Masse, so erhalt man das Trägheitsmoment des 
Volumenelementes gleich 

m r* d r CO» »O d O d rf 

Es sei die Kugel homogen, so wird m konstant sein. Das Inte- 
gral hiervon in Hinsicht ^ zwischen den Grenzen und 2 tt ist 

(1) 2 7rmr*drcos»ede 

Dieser Ausdruck ist das Trägheitsmoment eines unendlich dünnen 
körperlichen Ringes, längs eines Parallelkreises gelegen, der die nörd- 
liche Breite O und den Abstand r vom Mittelpunkt hat. 

Wird (1) integrirt in Hinsicht O von — y bis -\~ y> ^^ erhält 

man das Trägheitsmoment einer unendlich dünnen Kugelschale vom 
Halbmesser r. Nun ist, §.72 

CO» 'O d e = J CO» «e »in e + f «In O + C 



/• 



/ 



71 

COS ^e d e = } 

TT 

T 



Folglich ist das Trägheitsmoment dieser Kugelschale gleich 

(2) fTimr^dr 

und somit das Trägheitsmoment der ganzen Kugel, wenn R den Halb- 
messer derselben bezeichnet 

R 

o 

Es sei die Dichtigkeit des Materials eine Funktion von r^ so dass 
man etwa hat 

(3) m — aipbr 
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worin a die Masse der Kubikeinheit im Hillulpunkt und b die Ab- 
oder Zunahme der Masseneinheit für jede Längeneinheit des Radius- 
vektor bedeutet. Hiemach ist die Dichtigkeit in einer und derselben 
Kugelßache, die ihren Mittelpunkt im Mittelpunkt der Kugel hat, dieselbe. 
Setzt man den Werlh von m aus (3) in (2) und integrirt, so er- 
halt man das TrKgheitsmomeiit der Kugel gleich 



i^Ji^^:bt)t*d 



^A^rVaqiäbr) 



3H. AuiehBBg eUer Kagel und eines ButerielleB Panktes nach 
des fiesetie der CrtTitatiM. Die Aufgabe, welche in §. tgd unter ge- 
wissen Beschränkungen gelilst wurde, soll hier allgemein bebaadelt 
werden. Es seien 

m,m' zwei sich anziehende Massen thei leben in ^und ß(Pig. tOS), 

a, r die Abstände dieser Tbeile vom Mittelpunkt M der Kugel, 

u der Abslatid ^ B dieser Tbeile unter einandn-, 

y der Winkel, welchen n und r bilden, 

p die Masse der Kubikeinheil der Ku<;el. welche in gleichen Ab- 
stünden vom Mittelpunkt der Kugel gleichen Werth habe und 

c die Anziehung zweier Masseneinhcilen im Abslande 1 von ein- 
ander, so ist 

der Ausdruck fflr die Anziehung der Massen m, m' nach dem Gesetze 

der Schwere. 

Man lege durch die Abstände a und r eine Ebene, beschreibe in 

ihr mit den Radien r und r-\-dr zwei Kreise, lasse sodann f in 

^-{-df übergeben, so dass der Radius BM nach Si,,. io8. 

CM kommt, so "wird der Bogen B C = r d^ sein. ■ 

Zwischen jenen zwei Kreisen und diesen zwei Radien I 

liegt ein Flllchenelement ^ r dr d^. Dreht man die I 

Ebene des Kreises am j4 M als Axe um einen Winkel I 

ds, so beschreibt der Punkt 5 einen Weg^rsin^irfe, I 

also d'ieFläcberdrd^em VaJumen = r"^ drsintp d(p d9. 

Die Masse dieses Volumenelementes ist ^ ^ r^ dr sin 9> d 9> dB. 

Somit ist nach (I] die Anziehung dieses Massenelementes und der 

Masse m in j4 gleich 

,„, r'drsin*d»de 
(2) c e m ^—^ — - 
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Man zerlege diese Krafl in zwei Seitenkräfle , parallel und senk- 
recht zur Äxe A M, so ist die erslere gleich 

/o^ r« d r sin </. d (y. d dam 

(3) c p m 5 — cos B A M 

Nun folgt aus dem Dreieck B A M 

(4) u» =: 8* + r* — 2 a r cos 'f 

D 4 IM « — r cos (y- 

cos B A IVI = 

u 

Eliminirt man hieraus r cos 9^, so folgt 

RAM a«-r^4-u' 

cos B A M =: s ■ 

2 a 11 

Führt man diesen Werth in (3), so erhält man 

(5) c e m 2V^ (a« — r« + u*) 

Durch DiiTewnliation von (4) in Hinsicht ^ und u folgt 

u d u = a r sin </' d if> 

Führt man den Werth von sin <p d 9 aus dieser Formel in (5), 
so ist die Anziehung des Massenelemcntes der Kugel und des Theil- 
chens m parallel zur Axe A M: 

Das Integral dieses Ausdruckes in Hinsicht O, zwischen den Gren- 
zen = und 9 = 2^, ist die Anziehung der Masse m und der Masse 
eines Ringes, der vom Flächenelement r d r d <p bei einer vollen Um- 
drehung um ^ iH entsteht. Diese Anziehung ist daher 

fa\ TIC gm . /| , a« — r* \ . 

(6) ___rdr(l + -^^^jdu ^ 

Die Seitenkräfte, welche die Massenelemente dieses Ringes auf m 
ausüben, in senkrechter Richtung zur Drehaxe A M, heben sich ge- 
genseitig auf. 

Behufs der Integration ^er Formel (6) in Hinsicht u beachte 

man, dass 

/du 1_ 
u« "" u 

Folglich ist das Integral von (6) für unbestimmte Grenzen 

(7) -__rdr(u IT— j + C 
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Man wähle hier die Grenzen von u so, dass dieser Ausdruck die 
Anziehung der Masse m auf eine ganze Kugelschale vom Halbmesser r 
und der Dicke d r darstellt. 

I. Beflndet sich die Masse m ausserhalb der Kugelschale, so 
sind die Grenzen von u gleich «. — r und a -f- ^« ^ö** diese Gren- 
zen wird 

a« - r« 

u =r 4r 

u 

Folglich das Integral (7) gleich 

(8) c — -| — r«dr 

a' 

Allein es ist 4 ^ p m r^ ^ r die Masse der Kugelschale. Bezeich- 
nen wir sie mit 9}?, so geht der Ausdruck (8) über in 

Also ist die Anziehung eines Massentheilchens , das sich ausser- 
halb der Kugelschale befindet, auf die Kugelschale gerade so, wie wenn 
die Masse der Kugelschale in ihrem Mittelpunkt vereinigt wäre. 

Besteht die Kugel aus unendlich vielen koncentrischen Kugel- 
schichten^ sei es, dass die Dichtigkeit der Masse von Schichte zu 
Schichte sich ändert, oder dass sie für alle gleich ist, so wird die 
Anziehung aller Schichten, d. h. der ganzen Kugel auf den ausser ihi' 
liegenden Punkt sein, wie wenn die Kugelmasse in ihrem Mittelpunkte 
vereinigt wäre. 

Für eine homogene Kugel ist diese Anziehung nach (8) 

r 



/r* 
r*dr = fc7r^m —^ = c 



a* J y^ -V- ^« - g2 

o 

wenn 3J2' die Masse der ganzen Kugel bezeichnet. 

Ist g nicht konstant, sondern eine Funktion von r, so dass z. B. 

so setze man diesen Werth von q in (8) und man erhält als Anziehung 
der Kugel auf das ausser ihr liegende Massentheilchen m: 



4c 



-, — / (p =F q r) r'" d r r= c — ^^ — (P =F I q r) 
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II. Befindet sich der Punkt A^ dessen Masse =m ist, inner- 
halb der Kugelschale vom Halbmesser r und der Dicke dr, »o müs- 
sen im Integral (7) die Grenzen von u zwischen r — a und r -f- a 
genommen werden. Hierfür wird 

a* — r* 
a 

Also verschwindet das Integral (7). Somit ist die Anziehung einer 
unendlich dünnen Kugelschichte mit gleichförmiger Dichte auf einen 
materiellen Punkt, der sich innerhalb der Kugelschichle befindet, gleich 
Null. Liegt der materielle Punkt innerhalb einer beliebigen Anzahl 
unendlich dünner, koncen Irischer Kugelschichten, so gilt der Satz für 
jede dieser Schichten, gleichviel ob die Dichte der Masse von Schichte 
zu Schichte ändert oder gleich bleibt; also gilt er auch für öine 
Schichte von endlicher Dicke. 

Hieraus folgt, dass sich die Anziehung einer Kugel auf einen 
Punkt in ihrem Innern reducirl auf die Anziehung derjenigen kon- 
centrischen Kugel, deren Oberfläche durch diesen Punkt geht. Je 
näher daher dieser Punkt dem Mittelpunkt der Kugel liegt, um so 
schwächer wird er von ihr angezogen. 

Ist die Masse der Kugel homogen, also q konstant, so ist die 
Anziehung der Kugel vom Halbmesser r auf das Massenthei leben m, 
das den Abstand a vom Kugelmittelpunkt hat, nach (S) 



a 



Diese Anziehung hängt somit nicht vom Halbmesser der ganzen 
Kugel ab, sondern ist dem Abstand des anziehenden Punktes vom 
Mittelpunkt der Kugel proportional (Anwendung hiervon in §. 141). 

Aus dem Vorstehenden folgt ferner: Bestehen zwei Kugeln aus 
koncentrischen Schichten, wovon jede Schichte eine homogene Masse 
hat, so ziehen sich diese Kugeln an, wie wenn ihre Massen in ihren 
Mittelpunkten vereinigt wären. 

Ml. AniiehHng eines Berges und eines materiellen Pmktes aif 
der Spltie des Berges. Der Berg habe die Form eines Rotationspara- 
boloides, dessen X\e AD (Fig. 109) vertikal liegt. Ein Schnitt durch 
den Berg längs der Axe wird eine Parabel ACE sein. Es seien 

Wy y die Coordinaten A B und B C eines Parabelpunktes C, 
k,nh die Höhe.//Z^ und der Halbmesser /^ £ der Grundfläche 
des Berges, * 
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m die Masse des materiellen Punktes in der Spitze jiy 

p die Masse der Kubikeinheit des Berges, welche wir gleichförinig 

voraussetzen und 
c die Anziehung zweier Masseneinheiten im Abstände 1 von einander. 

Da bei einer Parabel sich die Abscissen verhalle« wie die Quadrate 
der Ordinalen, so ist o; : A = y* : n* A*, woraus als Gleichung der 
Oberfläche folgt 

(I) y'^mn^hx 

Man lege in den Abständen x und X'\r'dx vom Scheitel A 
zwei Horizonlalebenen , und beschreibe zwei Cylinderflächen , deren 
Axen mit AD zusammenfallen, mit den Radien r = BF und r -{- dr, 
wobei r <C^x sein soll ; so schliessen diese vier Flächen einen Ring 
ein f dessen Querschnitt d x dr ist. Endlich lege man noch zwei 
Ebenen längs der Axe AD, welche einen Winkel d^ bilden, so 
schneiden diese Rhenen von jenem Ringe ein Volumenelement =^ 
d X d r ' r d 9 aus, dessen Masse = q d x r d r d^ sein wird. 
Dieses Theilchen hat den Abstand A F = V x* + r* von der Berg- 
spitze. Folglich ist die Anziehung zwischen diesem Theilchen und 
der Masse m gleich 

mgdxrdrdy 

Diese Kraft zerlege man in eine vertikale und eine horizontale 
Seitenkraft. Die letztere wird erhalten, wenn man die Mittelkraft (2) 
multiplicirt mit 

X 3r!g. 109. 



cos F A B = 



Yx^ + T^ 




Mithin ist diese Seitenkraft gleich 
/Q\ mpxdxrdrdy 

Dieses Diflerential muss nun in Hinsicht der drei Variabeln 9), r 

und X integrirt werden. Das Integral in Hinsicht 9>, von bis 2 7r 

genommen, nämlich der Ausdruck 

... rt xdxrdr 
(4) 2 nemo r 

(x« + r«)* 

ist die Anziehung zwischen m und jenem Ringe, dessen Halbmesser r 
und dessen Querschnitt dr d x ist. Die horizontalen Seitenkräfte, 
welche aus (2) hervorgehen und sich an den Theilen dieses Ringes 
geltend machen, heben sich gegenseitig* auf. 
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Um das Integral von (4) in Hinsicht r zu erhalten, denke man 
sich X konstant und setze r^ -|- x* = ü^, so wird durch Differenz 
tiation r d r ^=^ v d Vy also auch 

/ rdr />dv 1 1 

Diese Integration von (4) giebt die Anziehung von m und einer 
Summe von KOrperringen, welche zwischen den Horizontalebenen lie- 
gen, die um x und x-\- dx von der Spitze abstehen. Mithin ist das 
Integral zwischen den (Frenzen r =^ und r =^ B C = y zu nehmen. 
Nun ist 

.n ^ rdr _ 1 J_ 

Folglich die Anziehung dieser horizontalen Schichte und m^ nach 
(4) und (1) 



(5) 



y 

/rdr / xdx\ 
-— — — j-r r=27rcnio(dx — ,, 1 

(x« + r«)i *^ V Vii«hx4-xV 



o 

Dieser Ausdruck muss noch in Hinsicht x integrirt werden. Es ist 

Allein das Integral von (5) in Hinsicht x ist von x = bis 
o:; = A zu nehmen, um die Anziehung aller horizontalen Schichten des 
Berges auf m zu erhalten. Nun ist 

xdx ^/.^^ n«h, ii* + 2 + Vl+n» 



/ 



V"n«hx + x« 2 n^ 



Die gesuchte Gesammtanziehung in vertikaler Richtung ist da- 
her gleich 

\P) 2 TT c m ß h [^1 — V 1 -i- n* -j — — log ■ i— ^ I 

Dieser Ausdruck kann unter der Voraussetzung vereinfacht wer- 
den, dass der Berg sehr flach ist, d. h. dass die Zahl n bedeutend 
grösser ist als die Einheit. Man erhält zunächst aus (6) 



(7) 



2-mh„[-L^]/rf^ + |.og(,+„U||/l+^)] 
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Entwickelt man nun 1/^+^ nach dem binomischen Satze und 
vernachlässigt die Glieder von der vierten Potenz von — an, so ist 



y 



■+ljr = i + ^ 



Hierfür wird nach der Formel (§. 56) 



u* , n^ u* 



log(l + u) = u — -2-+ -^ 4"+ • 

die logarithmische Grösse 

'«['+iO+-4-+TW)]=i{'+i+^) 

-4-(4-r('+i+TW)' 

+T(-r)'('+f+Ti^)"-- 

Entwickelt man rechts, so heben sich die Glieder mit --r~ auf. 
Vernachlässigt man sodann alle Glieder von der vierten Potenz der 
Grösse — an, so wird der Werth des vorstehenden logaritbmischeo 
Ausdruckes gleich 

AA L\ 

n V 6 n« / 
also das Integral (7), das wir mit a bezeichnen wollen 

(8) a = 27fcmßh^l-^) 

Nun sei R der Halbmesser der Erde, diese als Kugel gedacht, 

^, die mittlere Dichtigkeit der Erdmasse und ^ die Anziehung der 

Erde auf das Massentheilchen m, das auf ihrer Oberfläche liegt, so ist 

nach §. 300 

4 ;r R p. m 

Mithin das Verhältniss zwischen den Anziehungen a und ^ 

A 2 Q. R V 3n/ 

Nun sei n = 5, A = 0,5 geographische Meilen und da man an- 
nähernd nehmen kann (§. 211) 

^ = 2,77 p, = 5,68 R==860 Meilen 
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so wird 

a _ 1 

A ~" 2713 

Mithin ist die Anziehung der Erde 2713 mal grösser als die die- 
ses Berges auf die Masse m. 

502. Wämeentwickelung bei der Bilding der Himmehkorper^ nach 
der Hypothese der Entstehung dieser Korper durch Terdichtmg ans Welt- 
danst. Nehmen wir an, die Materie, welche die Himmelskörper bilden, 
habe sich ursprünglich im Weltraum im aufgelösten Zustande vorge- 
funden und sich sodann an einzelnen Stellen dieses Raumes, nach dem 
Gesetze der Gravitation, verdichtet. Jedes kleinste Theilchen der Ma- 
terie hat hierbei auf alle übrigen eine anziehende Wirkung ausgeübt. 
Jeder dieser Anziehungen entspricht eine Arbeitsgrösse (§. 149), weil 
je eine Kraft längs eines Weges gewirkt hat. Denken wir uns alle 
diese Arbeitsgrössen , welche dem Verdichtungsvorgang eines Himmels- 
körpers entsprechen , berechnet, und sodann diese Arbeitsgrössen nach 
der mechanischen Wärmetheorie in Wärme verwandelt. Diese Wärme 
wird sich über die verdichtete Masse des Körpers verbreitet und ihr 
eine entsprechend hohe Temperatur ertheilt haben. Es sei 

x^ die ursprüngliche Entfernung zweier Massentheilchen m^ m,^ 

welche sich anziehen, 
X ihre Entfernung in irgend einem Augenblick ihrer Annäherung, 
X, ihre Entfernung in dem verdichteten Himmelskörper und 
c die Anziehung zweier Masseneinheiten, welche den Abstand 1 haben, 

so ist nach dem Gravitationsgesetze die Anziehung der Massen m^ m, 
in der Entfernung x gleich 

(1) c-5L^ 

und somit die Arbeit beim Uebergang aus dem Abstand Xq in den 
Abstand x, 

dx / 1 1 \ 
— =r = c m m, ( i 

X» V X, Xo/ 

Wegen des ursprünglich aufgelösten Zustandes der Materie ist x^ 
vielmal grösser als x,. Desshalb kann man gegen — vernach- 



lässigen. Dadurch wird die vorstehende Arbeit gleich 



X, 



f(y\ c m Od, 

X, 
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Nun seien m^^ m^, . . Massentheilcben wie m^ m,^ welche an dem 
Vorgang der Verdichtung Theil nehmen; so wird m auf m,^ m^^ m^y.. 
wirken; ebenso m, auf in^ m^^ ^s^-m dann^^s auf m^ m,^ m^^.. d.h. 
jedes Theilchen wirkt auf jedes der übrigen. Jeder dieser Anziehungen 
entspricht eine Arbeit, welche die Formel (2) zum Ausdruck hat. 

Um alle die Arbeiten zu finden, welche zunächst aus der An- 
ziehung von m auf alle übrigen Massentheile entspringen, lege man 
durch den Mittelpunkt der verdichteten Kugelmasse und durch das 
Theilchen m eine feste Ebene und nenne 

Vy r, die Abstände der Theilchen m^ m, vom Mittelpunkt der Ku- 
gelmasse, 

X, wie oben den Abstand der Theile m, m,^ 

9 den Winkel, welchen die Abstände r und r, einscbliessen, 

V den Winkel, welchen der Abstand r, mit der festen Ebene durch 
den Mittelpunkt bildet, 

p die Masse der Kubikeinheit der verdichteten Kugel, welche Masse 
wir als gleichförmig dicht voraussetzen und 

R den Halbmesser dieser verdichteten Kugel, 

so ist 

(3) X,« = r« + r,« — 2 r r, cos 8 

Man beschreibe zwei Kugelflächen mit den Radien r] und r, -\- dr, 
und denke sich zwischen diesen Flächen ein rechtwinkeliges Volumen- 
element, dessen Dimensionen dr,^ r, ds und r, sin 6 </ 9^ sind. Die 
Masse m, dieses Volumenelementes ist daher 

(4) nk,=Q r,2 d r, »in © d e d ^ 

Setzt man die Werthe von x, und m, aus (3) und (4) in (2), so 
folgt als Arbeit, welche aus der Anziehung von m auf m, entspringt 

(5) C m p "zr- ^ - T- 

Yr^ + r,^ -2tt, cosS 

Integrirt man diesen Ausdruck (5) der Reihe nach 

in Hinsicht (f von bis 2 7i 
ö „ „ TT 
r, ,, ,, R 

so erhält man die Arbeit a, welche aus der Anziehung des Theilchens 
m auf alle übrigen Theilchen, welche an der Verdichtung Antheil neh- 
men, hervorgeht. Diese Arbeit ist daher für die angegebenen Grenzen 

r,«dr, sinÖdOd^f 



»» ^-^ T» " >» 



»» 



a =cm^ 



///vS 



+ r,« — 2 r r, CO» e 
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Die iDlegratioD in Hinsicht 9> giebt 

T* d r, sin e d e 



Da sm 9 d 9 = — d (cos O), so kann man auch schreiben 

(6) a = 2;rcmp CrMir, C , -<»(co»Q ) 

J J Vr» + r,« - 2 r r, cos 9 

Um die Integration in Hinsicht S auszuführen, berücksichtige man, dass 

j 1/ ü ^ — b d (cos O) 

d V a — b cos O = — — — 

2 V a — b cos e 

und folglich durch Umkehrung 



/ 



— d(C0»e) 2 -.r r ^ 

, = -j— V a — b CO« S 

V a — b cos e b 



Hiernach wird auch sein 

— d(co«0) 1 



/• 



V"r* + r,« — 2rr,cose 



yr« + r,« — 2rr,cose rr, 
Der Werlh dieses Integrals zwischen den Grenzen 6 = und 

« = TT ist 

^(Vr« + r,« + 2rr.-yr« + r.»~2rr,) = -|- 

Führt man diesen Werth in (6), so folgt 

a = 4?rciii^ I 

Nimmt man dieses Integral von r, = bis r, = R, so wird 

(7) H = }7rcin^ 



Man beschreibe vom Mittelpunkt der verdichteten Kugel aus zwei 
Kugelflächen mit den Radien r und r -]- d r, so schliessen beide Flä- 
chen unendlich viele Massentheile wie m ein. Denken wir uns alle 
diese Massentheile gleich gross, so entspricht jedem eine gleiche Ar- 
beit = a. Die Arbeit, welche somit allen zwischen diesen zwei Ku- 
gelflächen eingeschlosseneu Theilchen entspricht, ist der Anzahl dieser 
Theilchen, d. h. der eingeschlossenen Masse proportional. Vertauscht 
man daher in (7) die Masse m mit der Masse A q r^ 'jc d r jener Ku- ' 
gelschale, so erhält man als Arbeit, welche aus der Anziehung aller 
Theile jener Schale auf alle Theile überhaupt hervorgeht, den Werth 

y7r«(>«cRardr 
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Wird dieses Differential integrirt von r = bis r = B; so er- 
hält man die Arbeit, welche der Anziehung aller Theile auf alle Theile 
entspricht, gleich 

(8) f TT» p« c R» 

In diesem Ausdrucke sind die Arbeiten, welche aus der Anziehung 
von m auf m, und von m, auf m hervorgehen, gleich gross. Da sich 
diess für je zwei andere Theilchen ebenso verhält, so ist die gesammte 
Arbeit, welche aus dem Verdichtungsprocess entspringt, nur die Hälfte 
von (8). Bezeichnet man diese Arbeit mit ^, so ist mithin 

(9) A = f7jap»cR» 

Man nenne: 

8 die mittlere Wärmemenge, welche nOthig ist, um eine Massenein- 
heit des Stoffes um 1^ nach Celsius zu erwärmen, 

k = 424 Kilogrammmeter die mechanische Arbeit, welche zur Her- 
vorbringung einer Kalorie Wärme erforderlich ist, wenn sich die 
Arbeit vollständig in Wärme umsetzt und 

t die ursprüngliche Temperatur, welche der Himmelskörper in Folge 
des Verdichtungsprocesses annehmen wird. 

Nun ist die Masse des Himmelskörpers gleich 

Wird diese Masse von auf 1 Grad erwärmt, so ist hierzu eine 
Wärmemenge nölhig = ^ B^ w q s Kalorien ; für eine Erwärmung von 
auf t Grade steigt diese Wärme aui % B^ 'nr q s t. Jede dieser Ka- 
lorien kann entstanden gedacht werden aus einer Arbeit = k, also 
jene im ganzen Ball enthaltene Wärme aus einer Arbeit =:;:4/{'^^^^A:. 
Biese Arbeit muss gleich sein der Grösse ^4 in Formel (9), unter der 
Voraussetzung, dass während des Verdichtungsprocesses keine Wärme 
durch Ausstrahlung an den Weltraum verloren gegangen sei. Hieraus 
folgt 

f R» TT ^ S t k = f TT« ^* C R5 

pR« 



(10) t = nc 



sk 



Mithin ist die ursprüngliche Temperatur t eines Himmelskörpers 
proportional seiner Oberfläche tt B^ und seiner Dichtigkeit g. 

Die Grösse c hat für alle Himmelskörper denselben Werth. Setzt 
man diess auch von s voraus und bezeichnet mit t, die ursprüngliche 
Temperatur, mit R, den Radius und mit g, die Masse der Kubikeinheit 
eines andern Himmelskörpers, so ist nach (10) 
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Durch Division von (10) und (11) folgt 
(12) ^ = ^'^'* 

Um die ursprüngliche absolute Temperatur der Erde zu bestim- 
men, sei 

M die Masse der Erde, diese Masse als gleichförmig gedacht, 

G das Gewicht der Masse g, welche in der Kubikeinheit enthalten 

ist, wenn sich diese Masse auf der Erdoberfläche befindet, 
s, die specifische Wärme der Erdmasse, d. h. die Wärme, welche 

nöthig ist, um 1 Kilogramm der Erdmasse um 1 Centigrad zu 

erwärmen, 

so ist die Erdmasse gleich 

(13) tR»7Tp=:M 

und nach dem Gesetz der Gravitation, indem man G als Anziehungs- 
kraft der Massen M und g auffasst, welche sich im Abstände R von 
einander befinden, gleich 

(U) «-5^=« 

Das Gewicht der Erdmasse ist = ^ R^ v G. Wird dasselbe von 
auf 1 Grad erwärmt, so ist eine Wärmemenge erforderlich = 
^ R^ 'TT G s,. Wird dieses Gewicht auf t Grad erwärmt, so bedarf es 
hierzu einer Wärmemenge = ^ R^ ir G s, t Dieser Wärme entspricht 
eine mechanische Arbeit = ^ R^ ir G s,t k, da jede Kalorie Wärme 
eine Arbeit = k produciren kann. Diese Arbeit muss gleich der sein, 
welche aus dem Verdichtungsprocess der Erde entstanden ist. Man 
hat daher nach (9) 

(15) iK^nGs.t = A 

Mulliplicirt man die Gleichungen (9), (13), (14) und (15) mitein- 
ander, so folgt die gesuchte Formel 

Nun sei 

8 = 0,2, k=:424 Kilogrammmeter, R = 6365000» 
SO folgt als Werth der ursprünglichen Temperatur der Erde nach (16) 

M7^ ♦ 3-6365000 .«««./- A 

^^ '^ ^= 4 . 0,2 . 424 ^ ^^^^^ ^"^'^ 
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Vermöge der Formel (12) uncl des Werlhes von ^ aus (17) erhält 
man folgende Resultate (Halbmesser und Dichte der Himmelskörper 
nach dem Annuaire, 1864) 





Radius 
R 


Mittlere 
Dichte Q 


Temperatur. 
Relative. Absolute t. 


Mericar 


0,391 


2,940 


0,449 


25276^» 


Venus 


0,985 


0,923 


0,895 


50383 


Erde 


1,000 


1,000 


1,000 


56294 


Mars 


0,519 


0,948 


0,255 


14355 


Jupiter 


11,225 


0,238 


29,988 


1688146 


Saturu 


9,022 


0,138 


11,233 


632350 


Uranus 


4,344 


0,180 


. 3,397 


191231 


Sonne 


112,060 


0,252 


3164,5 


178142363 


Mond 


0,273 


0,557 


0,041 


2308 



V. Jtttcjratiott äst M^mnM%\tk\im%tn. 

r 

303. Sonderung der Teränderlicheii. Die Differentialgleichungen, 
welche bisher integrirt wurden, hatten die Form 

oder konnten auf einfache Weise auf diese Form gebracht werden. 
Diese Gleichung besteht zwischen zwei Differentialien, wovon jedes nur 
eine Variable enthält. Man sagt deshalb, die Variabein seien in der 

Gleichung (1) gesondert oder getrennt. 

dy 
Wenn bei einer Differentialgleichung, welche die Grössen x,i/,-^ 

in beliebiger Verbindung enthält, diese Sonderung bewirkt werden kann, 
so hat man nur jedes der Differentiale (1) nach den in frühern Ab- 
schnitten angegebenen Regeln zu integriren. 

Diese Sonderung kann sehr oft durch blosse Umformung erzielt 
werden, so z. B. in den Gleichungen 
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Ydx + Xdy = 0, woraiM ^ + ^=^ 
XYdx+X,Y,dyr^O, „ ^dx+-^dy = 

worin Y eine Punktion von y und Ä eine Funktion von x bezeichnet. 
Bei gewissen Funktionen l^sst sich die Sonderung der Variabein 
erzielen duixh Einführung einer neuen Veränderlichen. Wenn z. B. 

(2) dy = f(-^)dx 

SO setze man -^ = ^. so kommt 

X ' 

yrrxt, dy = xdt-[-tdx 

olglich durch Substitution in (2) 

xdt H-tdx = f(t)dx 

dx _ dt 

X ~" f (t) - t 

3M. Sondemng der Tariabeln bei linearen Ditrerentialgleiehiiagen. 

Man nennt eine Gleichung von der Form 

(1) dy + f(x)ydx = «y.(x)dx 

eine lineare, weil die abhängig Variable y und ihr DilTerenlial d y nur 
in der ersten Potenz vorkommen. 
Behufs der Sonderung setze man 

(2) y = Xt 

worin Ä eine Funktion von x und t eine neue Variable bezeichnet, so 
erhält man durch Differentiation von (2) 

(3) dy = Xdt + tdX 

Führt man die Werthe von y und dy aus (2) und (3) in (1), 
so kommt 

X d t + t d X + X t f (x) d X = <f (x) d X 

Da der Werth von Ä willkürlich ist, so kann man denselben so 
wählen, dass die beiden Glieder, welche X enthalten, zusammen = 
werden. Diess giebt folgende zwei Gleichungen 

(4) dt + tf(x)dx=0 

(5) tdX = <f(x)dx 



Aus (4) folgt 



il = ~f(x)dx 



— 321 — 

logt=— /•f(x)dx 
(6) t=:e~ *"<*>*** 

Setzt man diesen Werth von t in (5), so wird 

Wird diese Formel (7) integrirt, so erhält man X. Führt man 
diesen Werth von ^ und den von t aus (6) in (2), so erhält^ man 
den gesuchten Werth von y. 

Es sei z. B. zu integriren 

d y -j- X y d X = a d X 

SO ist f(x) =1 x^ ^ (x) = a. Setzt man y=^ X t, so wird 

X* 
log t=: — fxdx= ;: 



2 

t^ü *^, dX=ae*dx 
e* d X 



X» X» 



Folglich 



»je» 



y = ne jedx 



30S. Sonderang der Yeränderliclien bei homogenen Sifferential- 
gleichungen. Eine Gleichung heisst homogen, wenn in ihr die Anzahl 
der Dimensionen der Veränderlichen in allen Gliedern dieselbe ist. 
Homogen sind demnach die Gleichungen 

xydy-|-x*dx + y*dxi=0 

dv-f — -J^ dyr=ft 

Nun sei allgemein 

(1) f(x, y)dx2=^(x, y)dy 

eine homogene Gleichung. Man setze in ihr y = xs, so wird a: in 
jedem Gliede der Gleichung mit demselben Exponenten vorkommen. 
Ist die Summe der Exponenten in jedem Gliede = n, so ist mithin 
x^ ein gemeinschaftlicher Faktor der Gleichung. Nach Entfernung die- 
ses Faktors werden die Vorzahlen von dx und dy \n (1) nur noch 
Funktionen von z sein. Aus (1) folgt deshalb 

(2) p- = ^iz) 

dx 

worin \p (z) eine Funktion von z allein bezeichnet. Differentiirt man 
y z=i X z, so folgt 

Adtbnheimer, Elementarbaeh. 21 
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dy =r:x dz-j-adx 

Folglich durch Substitution dieses Werthes von dy in (2) 

xdz + jidx=:V(«)dx 
woraus sich ergiebt 

dx dz 



lu dieser Gleichung ist nun die Sonderung der Variabein voll- 
zogen. Man integrire sie und führe den Werth von z aus y ^= x s 
ein, so erhält man das Integral von (1). 

Es sei z. B. zu integriren 

(3) (x-y)dxi=xdy 

Man setze y z= x x^ so wird (3) zu 

(x — xz)dx:=xdy 

oder nach Entfernung des gemeinschaftlichen Faktors x 

(4) (l-z)dx = dy 

Aus y = X z folgt aber dy^=xdz-\-zdx^ hierfür wird (4) 

(l — z)dx = xdz4-zdx 

(I — 2z)dx = xdz 

dx dz _ d(— 2z) 



X l — 2z ' 1— 2z 

Folglich durch Integration 

logx=r-iIog(r— 2z) + iloga 

worin ^ log a die Konstante der Integration bezeichnen soll. Man 
kann auch schreiben 



log X = i log -y-;^ 



a 
* z 



log X» — log , ** , ; X«i=: 



1— 2z * 1 — 2z 

Führt man schliesslich noch z =^ ^ ein, so kommt das gesuchte 



Integral 



x(x — 2y)=:a 



306. YoUstandigkeit des •ifferentials einer (lleicliung mit iwei Ya- 
riabeln. Es sei ffx,y) = eine Funktion mit zwei Veränderlichen. 
Man bezeichne sie mit u, so wird t^ = sein. Durch Differentiation 
erhält man 
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(•) ''•=(47)'*''+(4f)<'^=o 



du \ . , /du 

y 

wobei die Grössen -j- und -^ die partiellen DifTerentialverhältnisse 
der Funktion in Hinsicht a? und y sind (§. 227). Man setze nun 

dx dy z- 

so wird Gleichung (1) 

(3) du = Pdx + Qdy:=:0 

Man differentüre P in Hinsicht y und Q in Hinsicht x, $o kommt 

d P __ d« g d Q _ d» u 
dy dxdy dx dydx 

d' u d* u 

Da nun aber ^^^ - =3 j — ^, indem es gleichgültig ist, ob man 

u zuerst in Hinsicht Xy dann in Hinsicht y difierentiirt oder umge- 
kehrt, so wird sein 

^ ^ dydx 

Wenn ein Dififerential zwischen zwei Variabein so beschafTen ist, 
dass die Bedingung (4) erfüllt wird, so nennt man das DifTerential ein 
vollständiges oder genaues. Ein vollständiges Differential kann 
so anfgefasst werden, als sei es durch unmittelbare DifTerentiation aus 
der ursprünglichen Funktion abgeleitet worden. Ein solches Differen- 
tial kann immer integrirt werden. Ein allgemeines Verfahren hierzu 
ist folgendes. 

Man iotegrire zuerst die Gleichung 

P = -; — oder d u 1= P d X ' 
dx 

in Hinsicht x, so wird man erhalten 

(5) n = fPdx + Y 

Die Grösse Y vertritt hier die Stelle der Konstanten , ist aber 
allgemein als eine Funktion von y zu betrachten, welche noch be- 
stimmt werden muss. Man bezeichne das Integral J P d x mit U, 
so ist 

Diese Gleichung, in Hinsicht y differentiirl, giebt 

du _ du dY 

dy ~" dy "■ dy 

21* 
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Da nun aber auch -:r— = 0, so wird mithin 

dy ^' 

dU 

y 

Somit erhält man durch Integration in Hinsicht y: 



dY=ady-(4f)««y 



=/[«-4f>' 



Führt man diesen Werth von Y in (5^, so erhält man den Werlh 
von 21, somit das gesuchte Integral. 

347. Integrirender faktor. Wenn ein Differential 

(1) Mdx + Ndy = 

zwischen zwei Veränderlichen x, y kein vollständiges ist, so kann es 
durch einen Faktor ^^ der im Allgemeinen eine Funktion von a;^ y 
sein wird, zu einem vollständigen gemacht werden. 

Denn nach der Bedeutung von s wird also das Differential 

(2) Mzdx + Nzdy = 

ein vollständiges sein, also die Bedingung erfüllen 

d (M z) _ d (N z) 
dy dx 

Allein diese letzte Gleichung giebt, indem man die Differentiation 
ausführt 

f^. ^dz, dM Kidz, dN 

(3) M -j \- z —z — = N -j h a -j— 

d y dy dx dx 

Wenn die Grösse s, welche man den integrirenden Faktor nennt, 
aus dieser Gleichung (3) bestimmt werden kann, so multiplicire man 
(1) damit und es wird diese Formel integrirt werden können. 

Allein z lässt sich aus (3) nur in besondern Fällen ermitteln. 
Unter diesen Fällen heben wir hier denjenigen hervor, wo z eine Funk- 
tion von einer der Variabein Xyy ist. 

dz 
Es sei s eine Funktion von x, so wird -r— = 0. Hierfür folgt 

aus (3) 

dM dN 

dz 

Ist z eine Funktion von y, so wird -r— = und man erhält 

^ d X 

aus (3) 
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dN dM 

Wird der Ausdruck (4) oder (5) integrirt, so erhält man den in- 
tegrirenden Faktor s. 

Es sei zu integriren die Differentialgleichung 

(6) (l + a YTT^) d X + 2 b y Vi -f x« d y =: 

Da mit M die Vorzahl von dx, mit N diejenige von dy be- 
zeichnet wird^ so ist 

dM ^ dN abxy 



dy ' dx-yrqi 



X« 



Die Werlhe von --; — und -j — sind verschieden. Die Formel 

d y dx 

(6) ist also kein genaues Differential. Gesetzt, es gebe einen inte- 
grirenden Faktor z dieser Gleichung, welcher nur eine Funktion von 
a;ist, so wird man nach (4) erhalten 

dz X dx 

"»"~~" Vl+x« 

Somit 

log z = — i log(l + X*) + J löge 

wenn die Integrationskonstante mit ^ log c bezeichnet wird. Diess 
giebt auch 



logz = log|/^, z=|/- 



+ x« 

Multiplicirt man die gegebene Gleichung mit diesem Werthe von 
s, so kommt 

y^( y-i_ +a)dx + 2bV7ydy=irO 

Das Integral dieser Gleichung ist 

V^ [log (x + VT+^) + a x] + b y«* V"^= c' 
oder indem man mit Vc~ dividirt und c* : Yc^ mit h bezeichnet 

(7) log (x + YT+x*) + ax + by«~h = 

Wird diese Formel differentiirt , so erhält man in der That die 
gegebene Gleichung (6). Somit ist (7) das Integral von (6). 

Man sieht übrigens, dass in der vorgelegten Gleichung die Son- 
derung der Variabein durch Division mit V"i+x« ausgeführt, die In- 
tegration somit ohne einen integrirenden Faktor bewirkt werden kann. 
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308. iBtegration der Siferentislgleieliungeii durdi ReilieB. Bis- 

weilen gelingt es, eine Differentialgleichung durch eine konvergente 
Reihe zu integriren. Wir zeigen das Verfahren nach der Maclaurin'- 
sehen Reihe und nach dem Satz der unbestimmten Koefflcienten. 

Die Maclau rin' sehe Reihe, §. 224, Formel (3), ist 

(l) f(^) = f(a) + f(a)(x~a) + f"(a)i^^j=^ + .. 

Dafür schreibt man auch häufig 

•'' >='. + (7f)."-'+(&).^T^ + - 

wobei die Bedeutung von y^^ (~T^) ^ * * durch Vergleichung mit For- 
mel (1) sich leicht ergiebt. 

Nach dieser Formel soll die Differentialgleichung 



^^^ dx 2x 


1 

y 


integrirt werden. Man erhält durch 


Differentiation von (3) 


d^y 3 1 
dx« 2x* y« 


d»y 3 2 

dx* x' y* 


d*y 9 6 

dx* ^ X* ' y* 


d* y 36 24 
dx* X* y»' • 



Man bezeichne nun denjenigen Werth von y, welcher für o; = a 
entsteht, mit y^ und führe diese gleichzeitigen Werthe von x und y 
in die vorstehenden Differential Verhältnisse ein und sodann die ent- 
standenen Resultate in die Reihe (2), so erhält man 

In dieser Reihe vertritt die Grösse y» die Stelle der Integrations- 
konstanten. 

Nehmen wir an, es werde für a = 1 die Grösse ya. = U so geht 
die vorstehende Reihe über in 

(4) • y=l+i(x-l)-2^(x-l)«+^(x-l)» 

~r4(^-~^)'+2^5(^-^)'~" 

Diese Reihe ist konvergent für Werthe von x — I , welche zwi- 
schen — 1 und -f- 1 liegen, also für Werthe von x zwischen 
und 2. 
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Behufs der Integration der Reihen wendet man oft mit Vorlbeil 
die hypothetische Gleichung 

(5) y = A + Bx + Cx^ + Dx»-f .. * 

an, worin A, B, C, . . konstante , von a: und y unabhängige Fakto- 
ren bezeichnen, welche nach der Methode der unbestimmten Koeffi- 
cienten bestimmt werden. 
Es sei zu integrirea 

(6) ^.zzax-y» 

Aus (5) folgt 

4^rrB + 2Cx + 3Dx» + 4Bx» + .. 

dx I I I j 

Setzt man diese beiden Werthe von -^ einander gleich, so kommt 

y«iz:ax — (B + 2Cx+3Dx« + 4Ex» + ..) 

Ersetzt man hierin y^ durch den aus (1) hervorgehenden Werth, 
so erhalt man 



A« + 2ABx + 2AC 
+ B« 



X« + 2 A D 
+ 2BC 



X» -f- . . =: a X — (B + 2 C x + 3 D X* + . .) 

In dieser Gleichung müssen die Vorzahlen gleich hoher Potenzen 
der Variabein gleich sein. Diess führt zu folgenden Relationen 

B=: — A«, 2AB=ra— 2C, 2 A C+B«=: — 3 D«, . . 
C=A»-~~ D=z-A*+^* 



2' - ' 3 ' 

Setzt man diese Werthe von B, C, Dy . . in (5), so erhält man 
die gesuchte Reihe 

y = A-A«x + (A.-|)4-(A*-4l)JiV + .. 

Diese Formel ist das Integral von (6). Die unbestimmte Grösse A 
bezeichnet die Konstante der Integration. 

309. Integration der Mferentislgleiehnngen dnrch Enn8t]*nkti«n. 

Es sei eine Gleichung von der Form 



(I) f(x.,.ii)=o 



gegeben. Man soll durch Konstruktion den Zusammenhang zwischen 
den Variabein x, y angeben. 

Damit die Aufgabe bestimmt wird, muss ein Punkt B (Fig. 110) 
durch seine Coordinaten OA=a, AB=b, durch weichen die 



aus (1) berTorgeheode Kurve BE gehen soll, 
gegebeu sein. SeUt man nun die Wmfae x^=a, 
y^b in (1), ao findet man den entsprechenden 
Werth von -^. Dieser Werth ist die trigono- 
metrische Tangente des Winkeis, welchen die 
Kurve im Punlite B mit der Abscissenaie Ox 
bildet Ist desbalb B B' eine Tangente an die 
Kurve und B C parallel la Ox, so ist jener 
Werth von -j^ = lang B' B C- Lässt man nun a um eine sehr 
kleine Grosse £lx = AA'^=BC z unebmen , so wird der Zuwachs 
C B' der Ordinate ^ B aus dem rechtwinheligen Dreieck C B B' 
sehr annähernd erhallen gleich 

CB'^BCümgCBB' 
Allein lang C B B' ist berechnet und /^ x angenommen; also ist 
auch die Ordinate ji' B' = jf B -\- B' C als gefunden zu betrachten. 
Entsprechende Werthe der Gleichupg (1) Bind also 

SeUt man dieses Paar Werthe in (1), so erhalt man einen neueo 
Werlh von -p-- Dieser ist die Irigonometrische Tangente des Win- 
kels C B" B", welchen die Tangente B' B" durch den Punkt B' mit 
der Abscissenrichtimg B' C bildet. Lssst man also die Abscisse um 
die sehr kleine Grosse ^' ^" = B' C zunehmen, so erhalt mau als 
Zuwachs C B" der Ordinale 

C B" = B' C »ng C B' B" 

Hieraus ergiebl sich der ganze Werth der Ordinate j4" B" = 
^' B' + C B-. 

Auf diese Weise kann man eine hinreichende Anzahl von Punkten 
der Kurve konslruiren. Folglich kann man auch für irgend einen 
Werth von x den entsprechenden von y finden. Die Resultate wer- 
den um so richtiger. Je kleiner die Abscissenzuwachse ^x genom- 
men werden. 

Beispiel. Man soll die DitTerenlialgteicIiung 
(2) 2xyAj-Zydx + 2xdx~Q 

konslruiren, unter der Voraussetzung, dass die Kurve durch den Punkt 
x^^t,ff^^l gehe. 
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Man erhält aus (2) 

(3) ""y- ' 



dx 2x y 

Für a; = 1, y = 1 wird 4f = 0,5. Ist deshalb OA = AB= 1, 

so ist lang C B B' =^ 0,5. Nun nehme man A x = 0,05, so wird 

C B' =: 0,05 • 0,5 =z 0,025 
A'B' = 1-1- 0.025= 1,025 

Setzt man x = ji^ = 1,05 und y = 1,025 in (3), so wird 

4^ = tang C B' B" = 0,45296 
dx 

Setzt man daher den Zuwachs Jl* A" = 0,05, so wird 

B" C = 0,05 • 0,45296 = 0,022648 

A"B"=: 1,025 + 0,022648 = 1,047648, n. s. w. 

Das Integral dieser DifTerentialgleichung (3) ist in §. 308, For- 
mel (4) für die hier gemachten Voraussetzungen angegeben. Für 
X = 1,\ erhält man vermittelst jener Reihe y= 1,047655. Dieser 
Werth weicht von dem obigen von -^" Ä" erst in der fünften Deci- 
malstelle ab. 

310. Singulare Integrale. Es sei 

(1) F (X, y, c) = 

das Integral einer Differentialgleichung und die Grösse c die Konstante 
der Integration. Giebt man dieser Konstanten verschiedene Werthe, 
so erhält man aus dem allgemeinen Integral (1) ebenso viele parti- 
kuläre Integrale. Die partikulären Integrale stellen Kurven derselben 
Art dar, die sich möglicher Weise scheiden können. Lässt man in 
dem Falle, dass sie sich schneiden, die Grösse c durch unendlich 
kleine Intervalle sich ändern, so werden die aufeinander folgenden 
Durchschuittspunkte der entsprechenden Kurven eine neue Kurve bil- 
den, welche jede der andern Kurven berührt und deshalb einhül- 
lende Kurve genannt wird. Die Gleichung dieser einhüllenden Kurve 

ist das singulare Integral der gegebenen DifTerentialgleichung. Das 

dy 
Dififerentialverhältniss -j^, wie es aus dem singulären und dem allge- 
meinen Integra] (1) folgt, erhält den gleichen Werth für den Berüh- 
rungspunkt der einhüllenden und der eingehüllten Kurve. 

Um das singulare Integral aus dem allgemeinen zu bestimmen, 
gebe man von einer Kurve aus, welche einem bestimmten Werth von 
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c entspricht, lasse sodann e in c -]- de übergeben, so verwandelt sich 
die Gleichung (i). in 

rftN Ti / ^ I d F (x. Y, c) j 

(2) F(x,y,c)H de ^^ = ^ 

Diese Gleichung stellt eine Kurve dar^ welche der angenommenen 
unendlich nahe liegt. Durch Vergleichung von (2) und (1) folgt, dass 
der zweite Theil von (2) gleich Null sein rouss. Diess ist der Fall, 
wenn entweder d c =^ oder wenn das DifTerentialverbältniss 

dF(x.y.c) ^^ 
^ de 

gesetzt wird. Aus d c = folgt, dass c konstant sei , was zu keiner 
weitern Relation führt. Eliminirt man dagegen die Grösse c ans (1) 
und (3) , wodurch man die Grössen x, y in beiden Gleichungen als 
gleich, d. h. als Coordinaten der Durcbschnktspunkte zweier Kurven 
ansieht, so erhält man eine Gleichung zwischen Xy y, welche der ein- 
hüllenden Kurve angehört. 

Man differentiire daher das allgemeine Integral in Hinsicht der 
Konstanten e, setze das entstandene Differentialverhältniss = und 
eliminire hieraus und aus (1) die Konstante e. Erhält man auf diese 
Weise eine Relation zwischen x und y^ so ist diese das singulare In- 
tegral. Erhält man auf diesem Wege keine Relation zwischen x und y, 
so durchschneiden sich die Kurven der partikulären Integrale nicht, 
somit fehlt auch ein singuläres Integral. 

Bei Anwendung dieser Regel ist darauf zu achten^ dass die Glei- 
chung (1) nicht aufgelöst sei in Hinsicht e^ also nicht in der Form 

C + 9(x,y):=0 

vorkomme. Denn in dieser Form erhielte man 

d[c + y(x, y)] _ 
de — 

statt der Gleichung (3). Es könnte also c nicht eliminirt werden. 

Das singulare Integral nennt man auch die besondere Auf- 
lösung der Differentialgleichung. 

Beispiel 1. Es sei 

(4) y = a X + a« 

das allgemeine Integral einer gewissen Differentialgleichung und a die 
Konstante der Integration. Diese Gleichung stellt eine gerade Linie 
dar. Lässt man a sich stetig ändern von — oo bis + Qo, so erhält 
man unendlich viele geraden Linien. Die Durchsehnittspunkte dieser 



— 331 — 

Geraden bilden eine Kurve. Um die Gleichung dieser Kurve zu er- 
halten, differentiire man (4) in Hinsicht a und setze das Differential* 
verhäUniss = 0. Man erhält 

(5) X + 2 a = 

Eliminirt man a aus (4) und (5), so folgt 

(6) y=-T- 

Diese Gleichung ist das singulare Integral. Die einhüllende Kurve 
ist somit eine Parabel, deren Scheitel im Anfangspunkt liegt und 
deren Axe mit der negativen Richtung der Ordinatenaxe zusammenfällt. 

Das Differentialverhältniss von (1) ist -j^ = a und das von (6) 

-j~ = — y. Für a = — y , welcher Werth aus (5) folgt, sind diese 

zwei Differentialverhältnisse einander gleich. Das Eigenthümliche des 
singulären Integrals besteht hiernach darin, dass sein Differentialver- 
hältniss gleich ist demjenigen des allgemeinen Integrals für einen be- 
stimmten Werth von x. 

Beispiel 2. Es sei die Differentialgleichung 

ydx — xdy = aVdx*-f dy« 

gegeben. Man dividire mit d x, so kommt 



dy 
Setzt nran -p- == p, so geht diese Gleichung über in 



y 

und indem man differentiirt 



— px = aVT+P* 



A A A apdp 

dy — xdp — pdxrr 



Vl+p« 

Da aber dy = p d x, so folgt hieraus 

xdp+ ^r =^ 

Yi+P» 

Diese Gleichung zerfällt, wegen des gemeinschaftlichen Paktors 
dp, in folgeade zwei Gleichungen 



— 332 — 

Aus dp = folgt, dass p gleich einer konstanten Grösse c sei. 
Setzt man c für p in (7), so erhält man 

(9) y--cx=:a"Vl+c« 

Aus der zweiten der Gleichungen (8) folgt dagegen 

wobei jedoch, vermöge der Bedingung, welche in der zweiten der Glei- 
chungen (8) ausgedrückt ist, nur das untere Zeichen genommen wer- 
den darf. Hierfür wird die Gleichung (7) zu 

(10) y+ ^-^^ ^a, y«-|-x« = a». 

Nun können die Gleichungen (9) und (10) als Integrale von (7) 
angesehen werden. Gleichung (9) enthalt eine willkürliche Konstante, 
welche der Gleichung (10) fehlt. Die letztere geht nicht aus der 
ersteren hervor, indem man der Konstanten c einen besondern Werth 
beilegt, d. h. es ist (10) kein partikuläres Integral von (9). 

Um zu zeigen, dass (10) ein singuläres Integral zu (9) ist, diffe- 
rentiire man (9) in Hinsicht c und setze das Differentialverhältniss 
= 0, so kommt 

(11) -x= ^"^ 



Vl+C« 



Eliminirt man c aus (9) und (11), so erhält man in der That 
die Gleichung (10). Das allgemeine Integral (9) und das singulare 

dy 

(10) geben denselben Werth des Differentialverhältnisses -j^ für 



c^ = 



■9 



a«-x« 



welcher Werth von c^ aus (11) folgt. Die Gerade der Gleichung (9) 
berührt den Kreis der Gleichung (10). 

311. Integration der MffereiitialglelchuitgeB der iweiten Ordnang. 

Eine Gleichung von der Form 

n '^' dx' dx«'- dx" ^ 

heisst eine Differentialgleichung der n^^^ Ordnung, weil das höchste 
Differentialverhältniss, das in ihr vorkommt, von dieser Ordnung ist. 
Hiernach wird die allgemeine Form der Differentialgleichung der zwei- 
ten Ordnung sein 
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Gelingt es, diese Gleichung zu integriren, so entsteht eine DifTe- 
rentialgleichung der ersten Ordnung. Kann diese wieder integrirt wer- 
den, so erhält man die primitive Gleichung oder das zweite Integral. 
Da bei jeder dieser Integrationen, der Allgemeinheit des Resultates 
wegen, eine willkürliche Konstante in die Gleichung treten muss, so 
wird das zweite Integral einer Differentialgleichung der zweiten Ord- 
nung zwei solche willkürliche Konstante enthalten. 

Specielle Fälle der allgemeinen Gleichung (J) entstehen, wenn 

dy 
eine oder zwei^der alle drei der Grössen a;, y, -^ in der Gleichung 

fehlen. Solche specielle Fälle sind daher 

'("■S)=«. '('•^•■&)=«- '('•lf-a^)=» 

Diese Gleichungen lassen sich auf Differentialgleichungen der ersten 
Ordnung bringen vermittelst der Substitution 

dy d*y dp 

(2) — i- = p, woraus -nr« — "J^ 

dx"^ cix' dx 

Das Verfahren soll durch einige Beispiele erläutert werden. 

Beipiel 1. Es sei zu integriren 

d«v 

(3) -^ = .x 

Man erhält daraus vermittelst der Relationen (2) 

dp . j 

-T-!-:=:ax, dp = axdx 
dx ' «^ 

Folglich durch Integration 



ax» 



Setzt man hierin -^ für p, so kommt 



ax* 



dy = — 5 — dx + cdx 

JU 

und indem man integrirt 



ax' 



y = -^ß— + CX + C' 

Diess ist die gesuchte primitive Gleichung mit den beiden will- 
kürlichen Konstanten c, c\ 
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Beispiel 2. Es sei gegeben 

dx* d X 

SO erhält man vermitteist der Substitution (2) 

dp dp . 

dx ^ p 

Folglich durch Integration 

logp=:x f C ^ 

Geht man von den Logarithmen zu den Zahlen Ober, so wird sein 

wobei e die Basis der natürlichen Logarithmen bezeichnet. Setzt 
man -^ für p, so kommt 

und indem man integrirt 

In dieser gesuchten endlichen Gleichung sind c, c' die beiden 
willkürlichen Konstanten 

Beispiel 3. Es sei ferner zu integriren 

d«y 

Man erhält vermittelst (2) 

pdp = ydy 

und hieraus durch Integration 



2 2 



i-c 



oder indem man mit 2 dividirt, die willkürliche Konstante 2 c = a 
setzt und p mit -~- vertauscht 

*^ d x 

Die Diflerenz dieser Quadrate giebt 

(4) (4x+yiT?)(if-v-rF^=o) 

Dieser Gleichung geschieht Genüge, wenn man den einen oder 
andern der Faktoren = setzt, woraus folgt 
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V« + y* V» + y' 

Die Integrale dieser GleichuDgen siod 

'<»K (y + VT+j») =e — x 

log (y + "V ■ + y«) — c' + X 

Jede dieser beiden Gleichungen leistet der Gleichung (4), also 

auch der Gleichung (3) Genüge; jede kann also als Integral von (3) 

angeseheo werden. Allein auch das Produkt dieser zwei Integrale 

leistet der Gleichung (4), also auch der Gleichung (3) Genüge und 

zwar auf die allgemeinste Weise. Dieses allgemeine Integral ist daher 

2 log (y + Vir+75) ^ (c - X) (C + x) 



VI. Aufgaben aus der j^fatiK 

313. fileiekmg der geBelnes Heitenllile. Wenn eine Tollkommea 
biegsame Kette, deren Gewicht gleichDlrmig über ihre Lange vertheitt 
ist, an beiden Endpunkten befestigt wird, so senkt sie sich und bil- 
det eine Kurve, welche in einer Vertikalebene 3iit. itl. 
liegt. Man nennt diese Kurve die gemeine Ket- 
lenlinie. Ihre Aufhangepunkte seien in B und C 
(Fig. 111), ihr tiefster Punkt in j4. Man lege 
durch letztern Punkt in der Ebene der Kurve 
zwei rechtwinkelige Axen A x, A y, wovon A x 
horizontal liegt und bezeichne mit 

X, y die Coordinaten DE und j4 E eines Kurvenpunktes D, 

a, <p die Winkel, welche die Kurve in den Punkten C und D mit 

der horizontalen Richtung bildet, 
P, Q die Spannungen der Kette in den Punkten C und D, in der 

BichtUDg der Tangenten an die Kurve wirksam, 
s, s' die Längen der Kurvensttlcke A D und C D und 
q das Gewicht der Kette für jede Längeneinheit, also mit qs 
und g s' die Gewichte der Stocke A D und C D. 
Man zerlege die Kralle P und Q in die horizontalen Seitenkrafte 
P cos a, Q cos f und die vertikalen P sin a, Q sin *p. Damit das 
Kurrenstück CD keine horizontale Bewegung mavhe, müssen die 
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Kräfte^ welche an dessen Endpunkten in horizontaler Richtung wirken, 
einander gleich sein, so dass man hat 

(1) Q cos «/' = P cos a 

Da hierin P und a konstant sind, so wird auch das Produkt 
Q cos (f konstant sein, wo auch der Angriffspunkt D der Kraft Q ge- 
dacht wird. Hieraus folgt, dass die Spannung der Kette in 
horizontaler Richtung konstant ist. Rückt der Punkt D 
abwärts, so wird ^ kleiner, also auch die Spannung Q kleiner. Im 
tiefsten Punkt ist 9> = 0, also <ß = j'^cos a. Die Spannung der 
Kette nimmt somit von oben nach unten ab und wird im 
tiefsten Punkt ein Minimum. 

Die Kraft P sin a, welche das Kurvenstück D C in C aufwäils 
zieht, muss gleich sein der Kraft P sin 9>, welche in D abwärts wirkt, 
vermehrt um das Gewicht qs' des Kurvenstückes CD. Daher wird sein 

(2) Q sin y + q 8' = P sin « 

Im tiefsten Punkte ist «y = 0, also auch sin y = 0. Für die- 
sen Punkt wird also die vertikale Scitenkraft P sin a gleich dem Ge- 
wichte des Kettenstückes C ^y so dass man hat 

(3) q(s + s') = Pslna 

Hiernach ist die Länge der Kette vom Aufhängepunkt bis zum 
tiefsten Punkt 

, , P sin a 

8 + S' = 

q 

Zieht man (3) von (2) ab, so folgt 

(4) Q sin 9> = q s 

Dividirt man (4) durch (1), so erhält man 

qs 



(5) tang (f> = 



Pcos« 



Somit ist tang 9> dem Rogen ^ D proportional. Man setze nach 
§. 6 : tang y = ~|-, so folgt aus (5) 

(6) ^- ^* 



d X P cos a 

In dieser Formel betrachte man x als die unabhängig Variable, 
also dx als konstant und s als eine Funktion von Xy y, so erhält man 
durch Differentiation 

d^ y q ds 

d X P cos a 
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Allein es ist auch (§. 88) 

Folglich, indem man ds eliminirt 

d* y q dx 



(7) - _ 

1 / TTHTvä Pcosa 

dx 



Setzt man hierin -^ = P> a'so . ^ = dp, so erhält man 

dp q d X 

V l 4-n« P cos a 

Das Integral dieser Formel ist nach §. 72, Formel (2) 

(8) ,og(p+yr+p)=-^^+c 

d V 

Für X = ist auch p = -^ = tang y = 0. Folglich ver- 
schwindet die Konstante C und man hat, indem man von den Loga- 
rithmen zu den Zahlen übergeht 



p + yTqrp;=e^^^«« 



Man bringe p auf die rechte Seite, quadrire und ziehe p^ ab, so 
kommt 

q X 2qx 

A o Pco»« I Pcosrt 

d V 
Dividirt man mit dem Faktor von 2 p und setzt -^ für p, so 

erhält man ^ 

q>t qx 

(9) 2dy = cP^^*«dx-e P<^o»«dx . 

Nun ist nach §. 68 



re»*dx=-l-re»M(ax) = -^e'** 



Folglich das Integral der Gleichung (9) 

• q^c qx 



_ Pcoscf r Pcos« , Vcosif] . ^ 
2y = ;^^ [e +e J + C 

Für o: = wird auch y = 0; für diesen Punkt ist daher 

= 2 ^^^^" +c 
q 

AuTBHiiBiMBR , ElemcBtarbadi. 22 
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Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab, so kommt 

Diess ist die gesuchte Gleichung der gemeinen Kettenlinie. Diese 
Gleichung zeigt, dass die Kurve in Bezug auf die Ordinatenaxe sym- 
metrisch ist. 

Setzt man den Werth von -^ aus (9) in (6), so erhält man als 



Werth des Bogens 



qx qx 



(11) s= ^[e -^e J 

Die Gleichung (7) kann noch wie folgt integrirt werden. Man 
multiplicire diese Gleichung mit d y, so kommt 

d X dx <l <* y 



V'^ü) 



2 P COS a 



Für -jI" = p, ~^^ = dp geht diese Gleichung über in 

P d p_ _. q d y 
V l -|- p*^ P cos a 

Das Integra] dieser Gleichung ist nach §. 72 

'^ P cos ff ' 

d V 
Für y =^ wird y = 0, also /i = ^-^ = ; diess giebt auch 

r = l. Hiernach wird die vorstehende Gleichung 

(12) YT+y^=—^ t-i 

P cos a ' 

Die Ordinate des Aufliängepunktes C werde mit y' bezeichnet 
Für y = y' wird p = tg y zu tg a. Also erhält man aus (l'2j für 
den Aufhängepunkt 

P cos a Vi -|- tg^^— P cos a 4- q y' 

Allein es ist cos a V i + tg '^w t= 1 ; folglich wird sein 

(13) y' = Z_(|_>C08«) 

" q ^ / 
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Man quadrire Gleichung (12) und ziehe sodann 1 ab ^ so kommt 

P* cos '« - 2 P cos « , _ 

— Ti — p = — :; — y + y 



Setzt man hierin p = -j^ und zieht die Quadratwurzel aus , so 
erhält man 

Pcos« dy 



(14) dx=:± 



]/^^y + y' 



Allein in dieser Formel darf für den Bogen j4 C von den beiden 
Zeichen nur das obere genommen werden, weil dy mit dx wächst. 
Lässt man also das untere Zeichen weg und integrirt nach §. 2, For- 
mel (2), indem man beachtet, das daselbst ^ = ist, so erhält man 



P cosa 



,Og[-I«|'«,+y+|/AP£?i^y+y.] + 



Für den tiefsten Punkt wird a; = 0, y = 0, also auch 

P cos « , / P cos a 



= 



« , / P cos tt \ , 



q V q 

Durch Subtraktion dieser Gleichung von der vorigen erhält man 

(15) X = -^-5^"— los T-^^A-" + q y + ^ q P CO* « y + q^ y* ] 

[ q L Pcosa J 

Wie die Gleichung (10) die Ordinate y in Funktion von x dar- 
stellt, so stellt diese Gleichung a; in Funktion von y dar. Geht man 
übrigens in (15) von den Logarithmen zu den Zahlen über und liVst 
nach y auf, so findet man genau die Formel (10). 

Setzt man y = y* == — (1 — cos o) in (15), so wird x zur 

Abscisse des Aufhängepunktes. Man bezeichne diese Abscisse mit x\ 
so folgt nach einigen leichten Reduktionen 

^*/»x . Pcosa , /l + sina\ 

(16) x'=: log( ' ) 

^ ^ q ** V cos cf / 

Setzt man den Werlh von ~|- aus (6) in (14), so folgt unmit- 
telbar 

1 / 2 i> cos « , , 

s=[/ — - — y + y' 

Der Ausdruck für den Krümmungshalbmesser r einer ebenen 

Kurve ist nach §. 262 

22* 
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dyVn* 



r=: 



['+(4^)] 






Setzt man hierin die Werthe von -^ und -j^ aus (6) und (7), 
so kommt 

L ^P^cos^ttJ _ P« cos «« 4- q^ g^ 



r=: 






^'* 

P q COS a 



Pcos 

Setzt man hierin ^ = 0^ so erhält man als Werth des Krüm- 
mungshalbmessers im tiefsten Punkt der Kurve 

Pcosa 

q 

Setzt man für s die Länge der Kurve vom Aufhängepunkt bis zum 
tiefsten Punkt, also den Werth aus (3), so erhält man als Krüm- 
mungshalbmesser im Aufhängepunkt C 



T=Z 



qcosa 



313. Biegaiig eines elastischen Stabes. Erster Fall. Ein pris- 
matischer Stab sei in horizontaler Lage an einem Ende befestigt und 
am andern belastet. Man soll die Biegung der Faser bestimmen, 
welche durch die Schwerpunkte aller Querschnitte des Stabes geht 
und die man auch wohl die elastische Linie nennt. Die Erscheinungen, 
welche unter diesen Umständen an einem rechtwinkeligen und cylin- 
drischen Stabe eintreten, wurden in den §§. 178 und 179 betrachtet 
und für diese Querschnitte die Elasticitätsmoraente bestimmt. 

Es seien b, h die Breite und Höhe des rechtwinkeligen Stabes, 
d der Durchmesser des runden Stabes, L die Länge beider Stäbe, 
p der Krümmungshalbmesser der elastischen Linie ^ B (Fig. 112) 
der Stäbe an einer Stelle (7, welche vom freien Ende B in horizon- 
taler Richtung um B D =^ x absteht, e der Modul der Elasticität des 
Materials und P die Belastung in Bf so wird nach den eben citirten 
. sein 



e 



für den rechtwinkeligen Stab ^Px^-^rbh» 
für den cylindrischen Stab ^Px=-^7rd* 
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Die Grössen rechts hängen bei gleichem Material nur vom Quer- 
schnitt des Stabes ab und werden Momente der Elasticität genannt. 
Für jeden Querschnitt, der auf eine gesetzmSssige Weise geformt ist, 
lässt sich dieses Moment ableiten. Daher ist das Produiit q ' P x 
aus dem statischen Moment P x und dem Krümmungshalbmesser p 
der Stelle, welche durch den Hebelsarm x bestimmt wird, gleich dem 
Moment der Elasticität. Dieses Moment der Elasticität setzen wir für 
die Folge als bekannt voraus und bezeichnen es mit £, so dass man 
für jeden prismatischen Stab bat 

(l) ^.PxrrE 3fig. 112. 

Für ^ = wird hiernach p = oo, d. h. der 
Stab ist am freien Ende geradlinig. Wachst Xy 
so nimmt p ab, d. h. die Krümmung wird von 
B nach A hin rascher. Am befestigten Ende ist 
somit der Stab am stärksten gebogen. 

Man lege durch den Aufhängepunkt B der Last zwei rechtwinke- 
lige Axen B X, B y m der Ebene der elastischen Linie, wovon die 
erstere horizontal, die letztere vertikal aufwärts gerichtet ist. Die 
Coordinaten des Kurvenpunktes C seien CD = y, BD=a:^ so ist 
der Ausdruck für den Krümmungshalbmesser der Kurve in C, §. 262 




(2) 9 = ± 



d»y 



dy 



dx« 

1 

Wenn die Senkung des Stabes eine sehr geringe ist, so wird 
ein sehr kleiner Theil der Einheit sein. Man entwickele unter 



dx 

dieser Voraussetzung den Zähler rechts nach dem binomischen Satze 

in eine Reihe und vernachlässige die Glieder von der dritten Potenz 

der Grösse -j^ an, so erhält man annähernd aus (2) 



dx 



^-y r3+ ^ 



dx« -^ Q 

Führt man diesen Werth von g in (1), so kommt 

d> V 

(3) B;^ = ±PX 

Nun ist aber 



dx* d X 
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d V ' ' 

Wenn nun x zanimmt, nimmt -^ ab; deshalb haben die Diffe- 

d X 

rentiale dieser zwei Grossen entgegengesetzte Zeichen. Man wird deshalb 

in der Gleichung (3) das untere Zeichen rechts wählen, sodass maa hat 



d 



(4f) 



(4) B ^ ^ = -Px 

^ ■' d X 

MuUiplicirt man vaii d x und integrirt, so kommt 

d V P X* 

ffSit X ^= L wird wegen der horizontalen Lage des Stabes an 

d V 

der befestigten Stelle -j^ = 0. . Hierfür erhält man aus (5) 

Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab, so kommt 

Multiplicirt man mit dx und integrirt, so erhält man als Glei- 
chung^ d^r, elastischen Linie 

P 



(7) Ey = -2-(L«x-^) 



Die Konstante der Integration ist weggelassen , weil f ür o; = 
auch y= ist. 

Es ^ei u die grösste Senkung ^ F. Setzt man a; = L in (7), 
so wird y =^. Mithin hat man 

PL» 



(8) 



3E 



Bezeichnet a den Winkel, welchen die Kurve an ihrem freien 
Ende mit der horizontalen Richtung bildet, so erhält man für o; = 

dy 

und tg a = -^ aus (6) als Steigung am freien Ende 

PL» 



2E 



314. Bieguig eines elastischen Stabes. Zweiter Fall. Ein pris- 
matischer Stab sei in horizontaler Lage an einem Ende festgehalten. 
Er trage eine über seine Länge gleichförmig vertheilte Last, sowie eine 
besondere Last am freien Ende. Man soll die Form seiner elastischen 



— 343 — 

Linie, die wir durch die Schwerpunkte aller Querschnitte gehend vor- 
aussetzen, bestimmen. Es gelte die Bezeichnung der vorigen Aufgabe. 

Die Last, welche über die Länge gleichförmig vertheilt ist, sei 
per Längeneinheit =/'; so ist die Last, welche auf dem Kurvenstück 
B C (Fig. 113) liegt = p - B C, also sehr annähernd = p a?. Den 
Angriffspunkt dieser Last p x kann man in der Mitte von B C vor- 
aussetzen; also ist das statische Moment dieaer Last in Bezug auf C 
als Drehpunkt = \p oi^^] somit das gesammte statische Moment, wel- 
ches den Stab um C zu drehen strebt = P o; -f- 4 P ^^« Setzt man 
dasselbe an die Stelle von Px in die Gleichung (1) des §. 313, so kommt 

_ E 

^""Px + ipx« 

Wenn o? = 0, so wird mithin p = oo; also bleibt der Stab am 
freien Ende geradlinig. Die grössle Krümmung nimmt er am be- 
festigten Ende. Für diese Stelle wird der Krümmungshalbmesser 

E 3Ftg. 113. 



Q = 



PL + 4pL« 




Wenn /i = 0, so werde p = p,; wenn P=0, 
so werde p = p„; deshalb wird sein 

_ E _ E 

^ "~ PL ' ^'"~ JpL* 

Setzt man die Last p L^ welche gleichförmig über die ganze 
Länge vertheilt ist, gleich der Last P am freien Ende voraus, so wird 

d. h. es wird die Krümmung des Stabes am befestigten Ende zweimal 
grosser, wenn die Last am freien Ende wirkt, als wenn sie gleichför- 
mig über die ganze Länge vertheilt ist. 

Setzt man die Biegung des Stabes sehr schwach voraus und ver- 
tauscht in Gleichung (4) des vorigen §. das Moment P x -\- ^ p x^ 
mit P X, so erhält man als Differentialgleichung der Kurve 



d 



m) 



(l) E — ^3i — ^i=~Px — ipx« 

dx 

Mulliplicirt man mit dx und integrirt, so kommt 

d V 

Für X = L wird -j^ = 0; hierfür giebt die letzte Gleichung 
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Durch Subtraktion folgt 

(2) E-J^=:^(L*-x*)+-^(L»-x») 

MullipKcirt man mit dx und integrirt, so erhält man als gesuchte 
Gleichung der elastischen Linie 

(3) By = |l(L«x-i^) + |(L.x-^) 

Die Konstante der Integration ist weggelassen, weil für o:: =^ 
auch y = wird. 

Für die grOsste Senkung u=^AF des Stabes erhält man aus (3), 
indem man x =^ L und y = u setzt 

M^ _ PL» , pL* 

Ist keine Last am freien Ende aufgehängt , so ist P = zu 
setzen. Ist dagegen p = Oj so gehen alle vorstehenden Formeln in 
die betreffenden der letzten Aufgabe über. 

Wenn die gleichförmig vertheilte Last gleich der am freien Ende 
ist, so wird p L = P und somit die Senkung aus (4) 

__ PL» PL» _ PL» 

** — Ol? "T Qrp — 14 



3E ' 8E ""'^ E 

Beträgt somit die Senkung 8 gleiche Theile, wenn nur die Last 
am freien Ende hängt, so bewirkt die ebenso grosse jedoch gleichförmig 
vertheilte Last für sich allein 3 solcher Theile. 

Soll die Last p L gleiche Senkung wie P hervorbringen, so muss 
nach (4) sein 

d. h. es muss in diesem Falle die Last am freien Ende f sein von 
der gleichförmig vertheilten Last. 

Es sei a der Winkel, welchen die Tangente an die Kurve am 
freien Ende mit der horizontalen Richtung bildet, so ist tg a == -v^- 
für o; == 0. Für diese Werthe erhält man aus (2) 

^""~ 2E "^ 6E 



Für /» = werde a = «, und für P = werde a = a„. Hier- 
für erhall man aus der lelzlen Gleichung: 

PL» pL» 

*«"-^-2B-' •8«-= 6E- 

Setzt man nun p L ^ P voraus, so wird 
Ig o, — 3 tg o,, 

Also wird die Tangente des Winkels a am freien Ende dreimal 
grösser in dem Fall, wenn die Last an diesem Ende hSngt, als wenn die- 
selhe Last gleichltlnnig Über die ganze Länge verlheilt wii-d. 

315. li^ung eiies eltsttsckei Stabes. Dritter Fall. Ein pris- 
matischer Stab liege auf zwei gleich hochgelegenen Stützen ^, A' ; 
über seine Länge sei eine Last gleichförmig vei^heill. An irgend einer 
Stelle F trage er eine besondere Last. Hau soll die Krümmungsver- 
hältnisse der elastischen Linie des Stabes angeben. Es seien (Fig. 114): 
P die Last in F, in den horizontalen Abständen Aß = a, A.D^^a, 

von den Stutzen, 
p die über den Stab gleichrunnig vertbeilte Last per Längeneinheit, 
X, y die rechtwinkeligen Coordinaten j4 C, B C eines Kurvenpunk- 
tes B, 
x„ y, die Coordinaten j4, C„ B, C, eines Knrvenpunkles B„ 
u die Senkung D F des Anfhangepunkles, 

ß der Winkel, welchen die Tangente an die Kurve durch den Auf- 
hangepunkt mit der horJzanlaleti Richtung A j4, bildet, 
L ^ a~\- a die Entfernung der Stützen, 
Q, Q, die Pressungen auf die Stützen ^, A,. 

Denkt man sich die Stütze 31». 114. 

in A weg und den Druck, 
welchen sie auszuhalten hat, 
durch die Krall Q, welche 
aufwärts wirkt, ersetzt, so ent- 
steht ein Hebel, der seinen 
Drehpunkt in A, bat. Daran 

wirkt Q am Hebelsarm L, P am Hebelsarm a, und p L am Hebel», 
arm l L. Da nun das statische Moment von Q gleich sein muss der 
Summe der Momente der abwärts wirkenden Kräfte, so erbalt man 
aL = Pa, + jpL» 
CD Q^P-?^-l-lpL 
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Ganz ebensa findet man 

(2) Q,z=P-^ + |pL 

Hiernach kann man die Kräfte Q, Q, als bekannt betrachten. 

Denkt man sich das Kurvenstück ^, C eingemauert und ^ C 
hervorragend, so wirkt am letztern die Kraft Q aufwärts am Hebels- 
arm X und die Last p ' A B oder annähernd /? o; am Hebelsarm |- x 
abwärts. Somit ist das statische Moment dieser beiden Kräfte in Be- 
ziehung auf C als Drehpunkt Qw — ^px^. Setzt man diesen Werlh 
statt Px in die Formel (1) des §. 313, so kommt 

P (Q X — i p X«) = E 

(^^ ^"^ax-ipx« 

Ganz ebenso findet man ffir das andere Kurvenstück 

tA^ E 

<^> ^' = Q.x,-ipx,^ 

Für x=^ und x, = erhält man p = oo und q, = QO, d. h. 
die elastische Linie ist an ihren Enden geradlinig. 

Lässt man x, wachsen bis x, = a, so nimmt o, fortwährend ab. 
Also hat das kürzere Kurvenstück seine «tärkste Biegung im Auf- 
hängepunkt. 

Lässt man x wachsen bis x = a, so nimmt q bis zu einer ge- 
wissen Stelle hin ab. Um die Abscisse dieser Stelle zu finden, be- 
zeichne man den Nenner Q x — ^ p x^ des Werlhes von p in (3) 
mit z, so erhält man 

/t^ dz _ d*z 

(5) --— = a — px; — = — p 

dx d X* 

Wenn nun g ein Minimum werden soll, so muss s ein Maximum 
sein. Diess ist nach (5) der Fall für 

dx 

woraus folgt 

g _ P a, L 
*""p~pL"^2 

Dieser Werth von x ist grösser als -s-. Also wird die Stelle der 

stärksten Biegung nie zwischen der Stütze A und der Mitte der Kurve 
liegen. Sie wird aber zwischen die Mitte der Kurve und den Aufhängepunkt 
des Gewichtes P kommen, wenn dieser Werth von x kleiner als a ist. 
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Sie wird in den AuThüngepuukt fallen, wenn dieser Werth von x gleich 
oder grosser als a wird. 

An der Stelle des Stabes, wo der Krümmungshalbmesser der 
elastischen Linie ein Minimum ist, werden die Fasern auf der konvexen 
Seite am stärksten verstreckt und auf der konvexen am stärksten zu- 
sammengedrückt; es befindet sich also hier der gefährliche Querschnitt. 

Bei einer schwachen Biegung des Stabes hat man auch hier wie 
in den beiden vorhergehenden Aufgaben zu setzen 

d»y _ 1 
dx* ~ ff 

Deshalb erhält man aus (3) und (4) 



(6) E-^=-Qx + i|ix« 

Multiplicirt man (6) mit dx und integrirt, so kommt 

Setzt man hierin a? = a, so wird -^ = — igß. Das negative 

Zeichen ist hier deshalb zu nehmen, weil der Aufhängepunkt F zwischen 
der Stütze u4' und dem tiefsten Punkt der Kurve liegt, weil also die 
Ordinate y vom tiefsten Punkt an gegen F hin abnimmt, während x 
wächst. Für den Punkt F wird daher die Gleichung (8) 

Zieht man diese Gleichung von (8) ab, so folgt 

(^^ ® IT "= T ^"' "" """^ ^(a»-x')-~Etg^ 

Wird hier mit dx multiplicirt und sodann integrirt, so kommt 

(10) Eyr:r-^(a9x-^)-.-?-(a3x--^)-Extg/? 

Ganz ebenso findet man aus (7) 

(U) Ey, = -^(a,«x,-^) ?- (a,» x, - i^) + E x, tg /? 

Die Formeln (10) und (11) sind die Gleichungen der Kurvenäste 
^ F und ^, F. 
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Setzt man x = a m (10) und ar, = a, in (11), so werden y und 
y, zu u. Deshalb erhält man 



«=^-^ + M«^ 



Aus diesen beiden Werthen von u folgt 

an» — a.a,' pa* — pa.* 



(13) tgß = 



3BL SBL 



Vermöge dieser Gleichung ist die Richtung der Kurve im Auf- 
hängepunkt bestimmt. Wenn a = a,^ so wird auch Q = Q, und 
tg ß == ; d. h. wenn die Last P in der Mitte zwischen den Stütz- 
punkten aufgehängt ist, so f^Ut der tiefste Punkt mit dem Aufhänge- 
punkl zusammen. 

Wenn aber a ]> a,^ so erhält man den tiefsten Punkt aus der 

dy 
Gleichung (9), indem man -^ = setzt. Diess giebt 

= -^ (a« - X«) - -|- (a» - X») - E tg^ 

Der W^rth von x^ welchen diese Gleichung liefert, ist die Abscisse 
des tiefsten Punktes. 

Wenn der Aufhängepunkt des Gewichtes P in der Mitte zwischen 
den Stützpunkten liegt, so sind die Kurvenäste zu beiden Seiten der 
grössten Ordinate symmetrisch und man erhält aus (1), (3), (10), (12) 

a = a, = i(P + pL) 

2E 



?.= 



Px-{-pLx — px 

L« x*\ px /L» 



., = ^,P + pL,(Jf-f)-E5(ii-,.) 

Die letzte Gleichung (14) ist geeignet, um den Modul e der 
Elasticität eines Materials durch Versuche zu bestimmen. 

Macht man die Versuche mit einem rechtwinkeligen Stabe und 
bezeichnet seine Höhe mit h, seine Breite mit b, und den Modul der 
Elasticität mit e, so ist nach §. 178 das Moment der Elasticität 

E=:^bh. 



Futirt mao diesen Werth von E in (14), so eriiSU man 

Bei Versuchen betrachtet man die GrOsse p als das Gewicht der 
Längeneinheit des Stabes, der angewendet wird, 

SM. llegni^ eines Stabes. Vierter Fall. Der prismalische 
Stab sei eine vertikale S9ule, deren oberes Ende befestigt ist. Ks sei 
A H (Pig. 1 15) die vertikale Richtung der Saulo, H der Untergtutzungs- 
puiibt und j4 der Angriffspunkt der Last P. Diese Last ertheile dem 
Stab eine schwache Biegung. Gesetzt eine Biegung wtlrde nicht ein- 
treten, so würden alle Fasern, welche man sich als materielle gerade 
Linien, parallel zur Langenrichtung , denken kann, um gleichviel ver- 
kürzt. Sowie aber die Biegung eintritt, verkürzen sich die Fasern auf 
der konkaven Seite noch mehr, während die auf der konveien sich 
wieder ausdehnen. Wie slark auch die Zusammendrlickung auf der 
einen und die Ausdehnung auf der andern Seite sein mag (immer eine 
schwache Biegung vorausgesetzt), so bleibt der Werth des BlasticitKts- 
momentes E derselbe. 

Es sei j4 C F H die Krümmung degenigen Faser, welche durch 
die Schwerpunkte aller Querschnitte der Säule geht. Man bezeichne mit 
a die Hohe der Saule im gebogenen Zustande, also die Lange j4 H, 
X, y die Coordinaten A B, B C eines Punktes C der Kurve, 
^ den Krümmungshalbmesser der Kurve in C, 
u^^DF die grOsste Ausdehnung der Kurve und 
E das Moment der Elasticiiat (§. 178) des Stabes. 

Denkt man sich den Kurventheil C H eingemauert, so wird die 
Last den hervorragenden Theil .^ C um C herum abzudrehen streben, 
mit einem statischen Moment =/*j/. Deshalb wird nach §. 313 sein 

0) (I P, = B, -51i = --L ^. 115. 



1 Mgt 



-Pj 



Setzt man -^ =^ c^, multiplicirt mit 2 dy und integrirt, 
so kommt 



(^)=- 



wobei C die Konslante der Integration bezeiclinvt. Für y = u wird 
-j^ =: 0, da die Taiigeote durch den Punkt F der Kurve parallel zu 
^ H liegt. Für den Punkt F wird daher die letzte Gleichung 
= C — c'n' 
Mithin erhalt man durch Subtraktion 



m' 



dy 



In dieser Gleichung ist das Vorzeichen von dx und dy gleichge- 
nommen, weil für den Bogen AF die Grilssen x und y sich in glei- 
chem Sinne andern. Das Integral der letzten Gleichung ist 



,(.,.=-!-) 



Die Konstante der Integration ist weggelassen, weil für j/ ^= 
auch aT=:0 wird. Geht man von dem Bogen zum Sinus über, so 
Tolgt als Gleichung der Kurve 

(2) y = u»lncx 

Setzt man hierin y ^=^ 0, so bezeichnet x die Abscisse aller Durch- 
schnittspunkte der Kurve mit der Abscissenaxe. Man erhalt für diese 
Punkte 

0=U«DC)1 

Diese Gleichung erfordert, dass entweder a = Ü, wodurch der 
Stab geradlinig bleibt oder dass der Bogen c x ein Vielfaches von «■ 
ist. Bezeichnet daher n irgend eine ganze positive Zahl, so niuss sein 

(3) cx = n;i; « = ^ 

Diese Gleichung giebl für x so viele Werthe, als n Werlhe haben 
kann. Für n = wird auch a; = 0. Dieser Werth von x entspricht 
3Pj^ ^^g dem Anfangspunkt ^ (Fig. 116). Für M ^ 1 werde a; ^^ AD, 
80 ist A B^ — . Für » =x 2 werde x ^ A G, so wird 
A G=^ - — -, woraus folgt, dass AD ^ DG. Ganz ebenso 
folgt D G= G H, . .. . Man sieht, dass die Abscissenase 
von der Kurve in gleiche Theile getbeill wird. 

Setzt man der Reihe nach x = ^A D, ^ AD, % AD,.. 
in (2) , so wird y abwechselnd 4" " """^ — ") ^- ^- ^^^ 
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Kurventheile weichen nach entgegengesetzter Seite gleich weit von der 
Abscissenaxe ab und zwar in ihren Mitten , weil für y = u in For- 
mel (2) der Bogen c x = -j-, — ^y-, -y-, . . wird. 

Bezeichnet n in Formel (3) die Anzahl aller Biegungen ^D, DG,.., 
so wird X =^ a und man erhält 

(4) a c == n TT 

Hat die Kurve nur eine Biegung, so ist 72 = 1 und man erhält 

aus (4) 

(5) «' = li^ = i 

Um die Ausweichung u zu bestimmen, berechne man die Länge s 
der Kurve. Man erhält aus (2) 

dy 

— -^ = c u cos C X 
dx 

Hierfür wird das Element eines Bogens der Kurve 

d 8 = d X l/l + (-J7)* = d X (1 + c« u« cos «c x)4 

Entwickelt man nach dem binomischen Satze und vernachlässigt 
die Glieder mit der vierten Potenz von u, so wird 



(c* u* \ 

J -\ ö~"^*** *cx 1 



Um die ganze Länge s der Kurve zu erhalten, muss diese For- 

11 TT 

mel von x = bis x = a^= (Formel 4) integrirt werden. Nun ist 

c 
cos *c X = i (1 -|- cos 2 c x) 



und da 



ds — dx ( 1~| 2 1 i — cos 2 ex j 



SO wird 



n 71 

I cos 2 c X d X = 
o 

.2 .i2 



woraus die gesuchte Ausweichung folgt 



V- 



.=^1A-. 
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Wenn der Stab sich nichl biegt , so wird g^= a, also u = 0, 
< es sein soll. 

Selzt man den Wenh von P aus (5) in (1), so erbalt man den 
Immungsbalbniesser der Kurve mit einer Biegung gleicb 



An den Endpunkten ist y:=0, also p =: od. Den bteinsten 
KrOromungshalbniesser erhält man für y ^ u. Also nimmt die Krüm- 
mung des Stabes von den Endpunkten nach der HiUe hin zu. 



VII. ^uKgabm aus An Ssnamilt. 

317. llffereilUir«raieli 4er Bew^^ Diese Formeln vnirden für 
die geradlinige Bewegung bereits in §. 137 abgeleitet Es ist nir diese 
Bewegung 

(1) dx = vdl; ilT = ecll; vdT = gdx 

wobei X den in der Zeit t durchlaufenen Weg und v und g die Ge- 
sobwindigkeit und Beschleunigung nach der Zeit t bezeichnen. 

Nimmt man t als die unabhängig Veränderliche, also dt als kon- 
stant an, so erhalt man durch DifTerenlialion der ersten Formeln (1) 
d* X = d Y d t 
Setzt man hierin den Werlti von dv aus der zweiten der For- 
meln (1), so folgt 

^=' 

Es ist mitbin die Beschleunigung g gleich dem zweiten DiiTeren- 

tialverbaltniss des Weges in Hinsicht der Zeit. 

Es bewege sich ein Punkt in einer ebenen Kurve £ C (Fig. 117), 

deren Gleichung für rechtwinkelige Coordinatenaxen gegeben sei. Die 
Coordinalen eines Kurvenpunktes C seien x, y, 
der Bogen E C =^ t. Es nehme x um 
dx ^ Cr' zu, so ändert sich y ma dy ^ nn' 
und * um dt ^ Cn. Der Weg t werde \a 
der Zeit t durchlaufen. Nach dieser Zeit sei 
die Geschwindigkeit ^ v. Man zerlege die Ge- 
schwindigkeit r>, deren Richtung in das Kurven- 
element dl fallt, in die zwei Seilengescbwindig- 
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keilen v -r^ und v -p- parallel und senkrecht zur Abscissenaxe. Da 

nun aber v = -r-r^ vermöge der ersten der Gleichungen (1), so er- 
hült man als Seitengeschwindigkeiten 

d X 
in der Richtung der Abscissenaxe = -j— 



in der Riclituns: der Ordinatenaxe 



_ dy 



'~ dt 
und somit nach Formel (2) als 'Beschleunigung 

d^x 

parallel zur Abscissenaxe = -r-r^ 
parallel zur Ordinatenaxe = ^-^ 

318. Bewegung eines Körpers in einer Geraden^ welclie die littel- 
pnnlite iweier Himmelsliörper Terbindet. Die Himmelskörper ziehen 
sich an, als wenn ihre Massen in ihren Mittelpunkten ^,B (Fig. 118) 
vereinigt wären. Es sei 

a^= A B der Abstand dieser Mittelpunkte, 

b = B C der Abstand eines Körpei*s in der Geraden j4 B, der von 
beiden Himmelskörpern nach dem Gesetze der Gravitation an- 
gezogen wird, 

x=C ß der Weg, welchen dieser ftorper in der Zeil t in der 
Richtung von C nach ß durchläuft, 

Vq, V die Geschwindigkeiten des Körpers am Anfang und Ende der 
Zeit t, also in den Punkten C und />, 

g, g' die Beschleunigungen , welche die Himmelskörper in A und B 
im Abstände 1 .von ihren Mittelpunkten aus dem beweglichen 
Körper beizubringen vermöchten. 

Nach dem Gesetze der Gravitation sind die Beschleunigungen, 
welche von ^ und B aus in den Abständen 

AD=:a — b — x; BD=:b + x ^ig. 118. 

bewirkt werden, gleich 

g . s' 

(a—b — x)*' (b + x)« 

Diese Beschleunigungen haben entgegengesetzte Richtungen. Die 
erstere wächst mit t, die letztere nimmt ab. Daher wird sein 

^ d«x _ g g^ 

dt« ~(a — b— x)« (b + x)« 

AüTENHBiHER, Elcmentarbuch. 23 
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Behufs der Integration dieser Gleichung setze man 

BD = b + x = E, dx = dz, d*x = d«z 

SO geht die vorstehende Gleichung über in 

^ ^ dt* (a-z)« z« 

Man multiplicire mit 2 d z und beachte , dass alsdann die linke 

(d z \* 
-j7-j ist, so erhflit man durch Integration 



(47)" = Ä + -^+« 



In dieser Gleichung ist C die Konstante der Integration und 
-JY~~ÄT ^'® Geschwindigkeit v. Mithin ist 

a — z z 

Für z =^ b = B C wird v zu v^. Für diese Werthe wird die 
letzte Gleichung 

"'^ - a-b + b +^ 
Mithin erhält man durch Subtraktion der beiden letzten Gleichungen 

(2) v. = v.. + 2g(^-^) + 2g'(l-i-) 

Auf der Geraden j4 B giebt es eine Stelle E^ wo die Anziehung 
beider Himmelskörper gleich gross ist. Man setze den Abstand 

BE = c, AE = a~c. 

so müssen die Beschleunigungen, welche beide Himmelskörper an die- 
ser Stelle hervorbringen., gleich gross sein, so dass man hat 

c« ~ (a — c)* 

Diese Gleichung ist in Hinsicht c eine quadratische. £s ent- 
sprechen also der Grosse c zwei Werthe. Der eine davon bestimmt 
die Stelle E zwischen A und By der andere eine Stelle in der Ver- 
längerung A B auf Seite des kleineren Himmeiskörpers. Der erstere 
dieser Werthe ist 
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Setzt man diesen Werth von c statt z in (2)t so erhält man die- 
jenige Geschwindfgkeit v, mit welcher das Bewegliche die Stelle E 
passirt. 

Es bezeichne Uq den kleinsten Werth von Vq, welchen das Be- 
wegliche in C haben muss, um die Gleichgewichtslage in E gerade 
noch erreichen zu können. Verlauscht man daher Vq mit Uq und z 
mit c in (2), so muss v = werden. Diess giebt die Relation 



W 



..•=u(dnr-7^)+'«'(T-i) 



Ist Vq kleiner als Uq , so erreicht das Bewegliche die Stelle E 
nicht, sondern kehrt nach B zurück. Ist v^ grösser als Uq, so geht 
der Körper über E hinaus nach j4 hin. 

£s sei ^ der Mittelpunkt der Erde, B der des Mondes. Daher ist 

Man denke sich nun, es werde ein Körper von der Obertläche 
des Mondes aus mit einer solchen Geschwindigkeit Uq in der Richtung 
B^ abgeworfen, dass er die Gleichgewichtslage in E gerade errei- 
chen kann. 

Nun sei r der Halbmesser der Erde, so ist sehr annähernd 

ifiitfinieBser des Mendea = -A* r ; Abstand A B == 60 r. 
Setzt man daher 

b=: yV^J « ="^5 a=:60r; c = 0,1035- 60 r 

in Formel (4), so folgt 

(6) Uo^ = 0,04489 • ^ 

r 

Nun bezeichne G die Beschleunigung auf der Erdoberfläche. Da 
die Grössen G und g den Abständen r und 1 vom Mittelpunkt der 
Erde entsprechen, so erhält man nach dem Gesetze der Gravitation 

1 t 

iw * a — • 

" • s— ^2 • ja » 

(7) « = r«G 

Führt man diesen Werth von g in (6), so folgt 

(8) Uo« = 0,04489 -26? 

Wird dieser Körper mit einer Geschwindigkeit, welche Uq nur 

um unendlich wenig übertrifft^ vom Monde aus abgeworfen, so dass er 

23* 
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mit einer unendlich kleinen Geschwindigkeit die Stelle E Oberschrei- 
tet, so wird er gegen die Erde hin fallen. 

Die Geschwindigkeit, mit welcher dieser Körper die Grenze der 
Atmosphäre erreiche , sei = u. Die Hohe der Atmosphäre ist höch- 
stens = 0,01 r. Setzt man nun in Formel (2) 

Vo = «o5 a = 60r; z = 58,99r; h=:f^Ti g' = ^ 



75 

so geht V m u über und man erhält 

2k 



u« = iio« + 0,92470 



Setzt man hierin den Werth von Uq aus (8) und den von g aus 
(7), so wird 

(9) o« = 0,96959 • 2 G r 

Durch Vergleichung von (8) und (9) folgt das Verhältniss 

(JO) —=4,6475 

d. h. der Körper, welcher auf der Geraden B^ die Gleichgewichts- 
lage mit einer unendlich kleinen Geschwindigkeit passiren würde, träfe 
die Grenze der Atmosphäre mit einer etwas mehr als 4^ mal grössern 
Geschwindigkeit als diejenige ist^ mit der er abgeworfen würde. 
Setzt man noch 

G = 9,808™ ; r = 6365000" 

SO folgt aus (9) und (10) 

00 = 2367""; 0=11003" 

Die Höbe der Atmosphäre beträgt, der obigen Voraussetzung ge- 
mäss, höchstens 0,01 r = 63650". Würde nun jener Körper die At- 
mosphäre gleichförmig durchfallen, so würde er hierzu nahe 6 Sekun- 
den Zeit brauchen. 

319. Bewegung elies Körpers Im elier Kurve ^ die in eiier verti- 
kale! Elieie liegt^ in F«lge seiner Seliwere. Die Kurve ^ B (Fig. 119) 
gehe durch den Anfangspunkt ^ der rechtwinkeligen Axen ^x, Ay> 
Es sei Ax horizontal und ^ ^ vertikal abwärts gerichtet. In hori- 
zontaler Richtung wirkt keine Kraft auf den Körper, also ist die Be- 
schleunigung in dieser Richtung = 0. in vertikaler Richtung wirkt 
die Schwere auf ihn. Die konstante Beschleunigung durch die Schwere 
sei = g, so sind die Formeln für die Beschleunigung in der Rich- 
tung der Axen 



Man multipllcire die ersle Pormel mit d x, die zweite mit dy 
und addire sie, so erhall man 

m ■"■"-,+ '""''' -^1,^, 

Nun ist aber der Zühler liuks das DiffL-reiiliid von 
A)so kann man stall (2) schreiben 

. __=gdy 

; mithin erhall man für (3) 

Multiplicirt man mit 2 und inlegritt, so komml 
(4) v' = 2gy + C 

Beginnt die itewegung im Anrangspunkt, so ist Tür diesen Punkt 
e^O und */ = 0, also auch die Konstante C==0. Isl daher BC^y, 
so erhalt man aus (4) 

(5> v = V2i^ = y2g.BC 

Beginnt die Bewegung in einer Tiefe C C ^^ Po unter dem An- 
fangspunkt, so ist in (A) v — O fllr y =: y^ ; hieiftir folgt aus (4) 

Zieht man diese Gleichung ?on (4) ab, so wird 
(6) » ^ V2g(y-y„) = YlgBC- 

Man sieht aus den Formeln (5) und (6), dass die Geschwindig- 
keit an jeder Stelle der Kurve dieselbe ist, wie wenn das Bewegliche 
die vertikale Huhe des durchlaufenen Bogens frei durchfallen hatte. 

Xtt, AnweadHug des eben uicbgewleseieB fieseties aif die lewe- 
giyg ii der Cykloide. Die Cykloide liege in einer Vertikalebene, ihre 
Grundlinie B C (Fig. 120) sei horizontal, so wird der Scheitel ^ der 
tiefste Punkt der Kurve sein. Man lege die Abscissenaxe A X horizon- 
tal, die Ordinatenaxe .<^ f/ vertikal aurwärts. Der Rollkreis bewege sich 
von der Mille B der Grundlinie lifngs des Weges B C, so dass B C^ 
Bogen C D werde. Es seien C M F und OME zwei Durchmesser 
von der Lange = 2 a, so wird Bogen C D ^= Bogen E F ^: a *f sein, 
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weno 9) den Rollwinkel im ßogunmass bezeichnet. 
Feruer seien x^^ EG unil y ^ A G ^=^ FN die 
Coordinalen eines Kurvenptinktes E, m wird sein, 
da C F vertikal liegt 

1) x = EN + CB 

Allein es ist 



B N ^ V B M» - N M« - V«' — {a - y)« ::r V2 « y - y» 

Setzt man diese Wertbe in (Ij, so erhalt man als GleicbuDg der 
Cykloide 

(2) ^ = V2ay-y«+aArc(cM=-^^) 

Wird diese Gleichung dilTerentiirt, so erhält man nach einigen 
einfachen Reduktionen 



(3) 



dy Yii 



In einem Kurvenpunkl H, dessen Ordinate Aj^kw\, beginne 
die Bewegung eines materiellen Punktes m der Cyklnide in Folge sei- 
ner Schwere, Die Zeit zum Durchlaufen des Bogens ff E ^ s sei ^; 
in E habe er die Geschwindigkeit v, so wird diese Geschwindigkeit 
die gleiche sein, wie weno er die Vertikale / G = A — y frei durch- 
fallen hatte. Es ist daher 

v'=2g(li-y) 

Da aber v =^ -j-, so gehl diese Formel über in 
Um hieraus d s la entfernen, hat man 

Setzt man hierin den Werth von ^ — aus (3), so folgt 

y 
Führt mau diesen Werth von ds ia (4), so kommt 
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oder indeiD man die Veränderlichen sondert und die Quadratwurzel 
auszieht _ 

(5) dt=-l/i.-^=i^_ 

r g Yliy— y» 

t 

Von den beiden Vorzeichen, welche die Grösse rechts allgemein 
haben sollte, wurde nur das negative beibehalten, weil bei der Bewe- 
gung längs des Bogens H E die Zeit t zunimmt, während y abnimmt. 

Das Integral von (5) ist nach Formel (8) des §. 70 

Für ^ = ist y = A; folglich 

Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab, so folgt 



(6) 



=]/i[| -,„(.,. =11^)] 



Um die Zeit T zu erhalten, welche das Bewegliche nöthig hat, 
um in den tiefsten Punkt zu gelangen, muss in (6) die Ordinate y 
von (/ = A bis !/ = abnehmen. Hierbei geht der Arcus sinus von 

+ Y durch die Null in —y über. Diese Grenzwerthe von Arcus 

sinus heben sich daher auf und man hat 



=.1/ 



a 



Man sieht hieraus, dass in der Formel für die Fallzeit T die 
Länge des Bogens Hji4 nicht vorkommt. Es ist deshalb die Zeit zur 
Erreichung des tiefsten Punktes dieselbe, welcher cykloidische Bogen 
durchlaufen werde. Eine Kurve, welche diese Eigenschaft besitzt, 
heisst tautochron. 

321. Horliontaler Wurf eines Korpers im leeren Kaum. Es werde 
ein Körper im leeren Raum mit einer Anfangsgeschwindigkeit f^ in 
horizontaler Richtung abgeworfen. Von da an sei er nur der Ein- 
wirkung der Schwere ausgesetzt. Die Bahn ^B des Körpers (Fig. 121) 
wird in einer vertikalen Ebene liegen, welche durch die anfängliche 
Richtung der Bewegung geht. Diese Richtung sei die Abscissenaxe 
ji X und A der Anfangspunkt der Bewegung. Man nehme die Ordi- 
natenaxe A ^ vertikal abwärts und bezeichne mit v die Geschwindig- 
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keil nach der Zeit t, mit x, y die Coordioalen eines Kiirvenpunkles B 
und mit tj die BescIileuDigung durch die Schwere, welche wir als 
knnslant voraussetzen, so Iiat man 

At* ~ ' dl» ~* 
Um diese Formeln integriren zu können, setze 
man 



) gehen die Formeln (1) über i 



du 
dt " 



Hultiplicirt man hier mit dt und integnrt, so kommt 
oder indem man die Werthe von s und u wiederherstellt 

Für den Anfangspunkt der Bewegung ist 



= V; 



iJ- 



HierfUr erhalt man aus (2) C = f^ und C = 0. Deshalb ge- 
hen die Formeln (2) Über in 

« lf=" ^=" 

Es sind mithin f^ und g t die Geschwindigkeiten des Kürpers 
parallel zu den Axen Ax, Ay. Vermittelst des Parallelogramnis der 
Geschwindigkeiten (unter Anwendung des pythagorSischen Lehrsatzes) 
erhält man daher 

»• = V« + g»t< 

Man sieht aus dieser Formel, dass die Geschwindigkeit ti in der 
Itichtung der Bahn vom Anrangspunkt aus im Wachsen hegriffen ist, 
da die Zeit t zunimmt. 

Multiplicirt man (3) mit dt und inlegrtrt, so kommt 

(4) x = Vi; y^-|t" 

üie Koiistauten der Integration sind weggelassen, weil für t^=Q 
auch X =^(i und y ^ wird. 



Elimiairt man aus den beiden Formeln (4) die Zeil t, so erhlllt 
man als Gleichung der Kurve 



Die Bahn ist milhin eine Parabel, deren Scheitel im Anrangspunbt 
und deren Axe in der Ordinatenaxe liegt. 

322. Schiefer Wurf eineg Körpers ia leeiea Rain. Es werde ein 
Körper in scbrUger Richtung j4 D (Fig. 122) aufwärts geworfen und 
sodann der Einwirkung der Schwere überlassen. Die Bahn AEF 
des KUrpers liegt in einer Verlikalebene , welche durch die Anfangs- 
richtung der Bewegung geht. Man lege in dieser Ebene, vom An- 
fangspunkte A aus, die beiden Axen A x, A y, wovon die erstere hu- 
rizoutal, die letztere vertikal aufwärts geht. Es seien 

F, V die Geschwindigkeiten des Kttrpers am Anfang der Bewegung 

und nach der Zeit t, 
X, y die Coordinaten AB, B C eines Kurvenpunktes C, der in der 

Zeil t erreicht wird, 
a der Winkel, welchen die Anfangsrichtung der Bewegung mit der 

Axe Ax bildet und 
fj die Beschleunigung durch die Schwere, 
so muss nach der Aufgabe sein 

d» X d» V ''" lä*- 



dt ■" ' dt " 
I gehen die Formeln (t) über in 



Hultiplicirt rnan mit d t und integrirl, so kommt 
z = C( ii = — gt + C 



Man zerlege die Anfangsgeschwindigkeit in die horizontale Seiten- 
geschwindigkeit ^cus a und die vertikale ^sin a. Da nun aber 
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-j^ die horizontale und -j^ die vertikale Seitengeschwindigkeit nach 
der Zeit t bezeichnen, so erhält man aus (2) für ^ = 

Vcosa = C; V sin azrC 

Setzt man diese Werthe der Konstanten C, C in (2), so kommt 

(3) -j— = Vco8a; -pf = Vsinc — gt 

dt dt 

Diese Seitengeschwindigkeiten sind die Seiten eines Rechtecks, 
dessen Diagonale die Geschwindigkeit v (in der Richtung der Tangente 
an die Bahn) ist. Man erhält deshalb nach dem pythagaräischeii Lehr- 
satze 

(4) V» = V« — 2 V t sin « + g« t« 

Dieser Werlh von v ist wegen der Einwirkung der Schwere ver- 
änderlich. Um das Minimum von v zu bestimmen, differentiire mao 
diese Gleichung, indem man t als unabhängig und v als abhängig 
Variable betrachtet, und setze den «ersten Differentialquotienten = 0, 

so erhält man 

dv __ — Vgsin« + g*t _ 

dt ~ V "" 

Hieraus folgt, da der Nenner v nicht unendlich gross sein kann, 
dass der Zähler verschwinden, also 

~ V g sin « -f- g t = 

sein muss. Bezeichnet man den hieraus hervorgebenden Werth von t 
mit T, so ist 

(5) ^^.^^na 



g 

Für diesen Werth von T wird die Geschwindigkeit v zu einem 
Minimum, weil das zweite Differentialverhältniss 

d»v ^_^3^ 



dt« 

also positiv ist. Führt man T Tür t in (4), so erhält man den klein- 
steil Werth der Geschwindigkeit 

V z= V cos « 

Mithin ist diese kleinste Geschwindigkeit in der Richtung der 
Bahn gleich der konstanten horizontalen Seitengeschwindigkeit des Kör- 
pers (Formel 3). 

Multiplicirt man in (3) mit d t und integrirt, so kommt 

(6) x=:Vcosat; y =: V sin « • t— f^ t* 
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In diesen Wegrormeln sind die Konstanten der Integration weg- 
gelassen, weil für ^ = auch x = und ^ = werden. 

Eliminirt man t aus den beiden Formeln (6)^ so erhält man als 
Gleichung der Bahn 



(7) yrzxtga — 



2 V» cos 'a 



Diese Bahn ist mithin eine Parabel, deren Axe vertikal liegt. Um 
den Scheitel oder höchsten Punkt E der Bahn zg finden, bestimme 
man denjenigen Werth von x^ welcher y zu einem Maximum macht. 
Man erhält aus (7) 

dy ^ gx 

d X * V« cos «« 

_5Üy — g 



dx* V«co8«a 

Setzt mau das erste Differentialverhältniss = 0, so folgt, indem 
man x mit X vertauscht 

(8) ^^ JV*_sin«cos« 



g 

Für diesen Werth von x wird y ein Maximum, weil das zweite 
Differentialverhältniss negativ ist. Somit ist X=^ A G die Abscisse 
des höchsten Punktes. Setzt man diesen Werth von x in (7) und 
vertauscht y mit F, so erhält man als Ordinate G E des höchsten 
Punktes 

V^ sin ^a 
(9) Y=: '' "° "" 

Setzt man den Werth von X aus (8) in die erste der Formeln (0), 
so findet man für t gerade den Werth Ty welcher in Formel (5) dar- 
gestellt ist. Mithin ist T die Zeit zur Erreichung des höchsten Punk- 
tes und es ist die Geschwindigkeit des Körpers in diesem Punkt ein 
Minimum. Es nimmt somit die Geschwindigkeit vom Anfangspunkte 
aus bis zum höchsten Punkte ab. 

Wenn der Parabelpunkt C in der Zeit T — t* erreicht wird , so 
muss, wegen der gleichförmigen Bewegung in horizontaler Richtung, 
ein Punkt C der Bahn, der mit C gleichen Abstand von der Axe E G 
hat, erreicht werden in der Zeit T-^- if. Setzt mau dies*e beiden 
Zeiten für t in Formel (4), so erhält man gleiche Werthe für v, d. h. 
die Geschwindigkeiten des Körpers in gleicher Tiefe unter dem höch- 
sten Punkt der Bahn sind gleich. 
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Die Wurfweite j4 F = fV ist dasjenige Stück der Abscissenaxe, 
das von der Bahn abgeschnitten wird. Da nun ^ G = F G, so er- 
hält man 

g 
Da aber 2 sin a cos a = sin 2 a, so ist die Wurfweite 

(10) w = .;?^üA«. 

g 

und die Zeit zum Durchlaufen der ganzen Bahn A E F = 2 T. 

Man denke sich in (10) die Grössen f^ und g konstant, dage- 
gen a veränderlich , so wird auch ff^ veränderlich. Für 2 a = 90^ 
ist sin 2 a = 1, also ff^ ein Maximum. Wird somit ein Körper unter 
einem Winkel von 45^ zum Horizont abgeworfen, so ist unter sonst 
gleichen Umständen seine Wurfweite grösser als für jeden andern 
Winkel. 

Denken wir uns zwei Wurfwinkel, welche gleich weit über und 
unter 45^ liegen, etwa um p, so ist für den einen Winkel 

sin 2 « = sin 2 (45 + ß) = sin (90 + 2ß) 
und für den andern 

sin 2 « = sin 2 (45 — /5) = sin (90 —2/5) 

Allein diese beiden Werthe von sin 2 a sind gleich gross; also 
ist auch für beide Winkel 4b -\- ß und 45 — ß die Wurfweite fF 
gleich gross. 

323. Schiefer Wurf eines Körpers in der Lnft. Der Luftwidersland 
sei dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional und wirke in der 
Bichtung der Tangente an die Bahn. Wegen der letztern Voraussetzung 
wird die Bahn ^ C (Fig. 123) des Körpers eine ebene Kurve sein 
und in der Verlikalebene liegen, welche durch die Anfangsrichtung der 
Bewegung geht. Es gelte die Bezeichnung der vorigen Aufgabe. 
Ausserdem sei 

s = j( C der Bogen der Kurve, welcher vom Anfangspunkt bis zum 

Punkte Xj y reicht, 
u^= ^cos a die horizontale Geschwindigkeit im Anfangspunkt, 
m die^ Beschleunigung, welche der Luftwiderstand dem Körper in 

der Richtung der Bahn entzieht, bei der Geschwindigkeit = 1. 

ds 
Die Geschwindigkeit im Punkte C ist = 7^7-, also die Beschleu- 
nigung, welche in diesem Punkte dem Körper in der Richtung der 
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Tangente an die Bahn enlzogen wird ^= m (-A-) ■ Man zerlege sie 
in eine horizontale und vertikale Seiten beschleunigung, so wird man 
dafür erhallen 

/d»\* dx /<Ji\' dy 3ifl. 123. 

Die erstere bewirkt, dass die Bewegung 
in horizontaler Richtung verzögert wird. Man 
bat daher als Beschleunigung in dieser Richtung 

"* -dii- = -'"-drdr 

Die letztere hat das entgegengesetzte Zeichen von d y, so dass in 
vertikaler Richtung sein muss 

" dt» * ■" dt dt 

Man betrachte t als die unabhängig Variable, also dt als kon- 
stant, so erbalt man aus (I) 



Hierin ist der Zähler links das Differential des Nenners, das Inte- 
gral dieser Gleichung ist daher 

. Um die Konstante C zu bestimmen, sei « ^=: 0, so wird die Ge- 
schwindigkeit -jr- zur Anrangsgeschwindigkeit in horizontaler Richtung, 
also zu if. Diese Werthe geben log u ^= C Folglich wird die vor- 
stehende Gleichung 

±1 
I dt 
log = — m ■ 

oder indem man von den Logarithmen zu den Zahlen Ubergehl 

Man muUiplicire die Gleichungen (1) und (2) mit d t*, so kommt 
d*x = — mdidx; d'y^ — gdt' — mdsdj 
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und hieraus durch Elimination von m d s 

woraus fol^ 

/dyd«x — dxd*y\. 

dy 

Die Grösse in der Klammer ist das Differential von — -j^; daher 
wird sein 

(4) gdt» = -dxd(-j2.) 

Führt man den Werlh von d t aus (3) hier ein, so kommt 

,« .......=-..|/;T(4jf-(lf) 

Gesetzt, die Bahn weiche nur wenig von der horizontalen Axe 

"T^j gegen die Ein- 
heit vernachlässigen kann. Unter dieser Voraussetzung gehen die For- 
meln (3) und (5) Über in 

(6) dt= — e™*dx 

u 

(7) ge*"*dx=:-u«d('^] 

Das Integral von (6) ist 



t = — :— e™' + C 

Um die Konstante zu bestimmen, setze man x = 0, so wird auch 
^ z= 0. Diess giebt 

= — ^ + C 
mu ' 

Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab, so erhält man 

(8) t = -J— fe™*-l) 

DIU V / 

Die Integration der Formel (7) liefert 



= -«.(jl) + c 



2m 

Zur Bestimmung der Konstanten C hat man die gleichzeitigen 
Werthe a: = 0, -^ = tg a. Hierfür wird die Gleichung 

/--=-n«tg« + C 
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Folglich durch Subtraktion und Auflösung in Hinsicht -^ 

Multiplicirt man mit dx und integrirt, so kommt 

ff / e^"* V 

Für ^ = wird auch y = 0, so dass diese Gleichung wird 



4 m* tt' 






Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab, so kommt 

Die Gleichung (10) bestimmt die Bahn und (8) die Zeit. 
Für den höchsten Punkt der Bahn ist ^ = 0. Hierfür folgt 
aus (9), wenn x mit x' vertauscht wird 

^ =1H — tg« 

oder indem man die Logarithmen nimmt 

Dieser Werth von x* ist die Abscisse ^D des höchsten Punktes E, 

Setzt man in (10) ^ = 0, so wird x zur Abscisse derjenigen 
Punkte ^ und F, in welchen die Bahn die Abscissenaxe schneidet. 
Man bezeichne diesen Werth von x mit x*\ so erhält man 

(11) (taa + --^)x*'= ■ f . (e^"»"-!) 

V 2 m u* / 4 m* u* 

Diese Gleichung liefert zwei Werlhe von o?". Der eine a:" = 
entspricht d^m Anfangspunkt ^j der andere giebt die Wurfweite^ F. 

Kennt man in einem besondern Fall x*\ a und u, so kann ver- 
mittelst (11) der Werth von m berechnet werden. Ebenso könnte m 
aus (8) ermittelt werden, wenn man entsprechende Werthe von x 
und t durch Beobachtung finden würde. 

Weicht die Bahn von der Horizontalaxe so wesentlich ab, dass s 
nicht mit x verwechselt und (-r^) nicht gegen 1 vernachlässigt wer- 
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den kann, so werden die DifiTerentialformeln der Bewegung sehr zu- 

sammengesetzl. 

dy 
Man setze -^ = p in (5), so erhält man 

(12) -■^^d«=dpyr+^ 

Das Integral dieser Formel ist nach §. 74, Formel (9) 

worin b die Konstante der Integration bezeichnen soll. Um sie zu 
bestimmen, setze man * = 0, so wird p = -^ = tg a. Polglich ist 

b-2-^=Jtg«yi+tg»a"+ilog(tg« + yi+tgr««) 

Diese Gleichung bestimmt den VVerth von b. Der Einfachheit 
wegen wollen wir jedoch für diesen Werth das Zeichen b beibehalten. 
Nun ist 

Setzt man diesen Werth von d s '\n (12), so folgt 

— ge*""dx = u*d p 
Eliminirt man hieraus und aus (13) die Grösse e*"', so kommt 

(14) mdx= <lp 



pV"i + P« + log(p+VT+p5)_2b 
Multiplicirt man hier mil -^ =/^> so wird 

(15) indy=r--_ P^P 

p VT-Fp* -\- Iog(p + V^l + p«) — 2 b 

Aus (4) folgt 

gdt*=r — dxdp 

Setzt man hierin den Werth von dx aus (14) und zieht die 
Quadratwurzel aus, so erhält man 

(16) ViTidt^- ""^P - 



[2b-pyi+p»-iog(pH-yi+p«]> 

Hier ist deswegen das negative Zeichen der Quadratwurzel bei- 
behalten, weil für die aufsteigende Bewegung p ab- und t zunimmt, 
also dp und dt ungleiche Zeichen haben müssen. 



Da ferner 

-VdJ~ dt> 
80 erhalt man den Werth von »', wenn man hierin die Werlhc von 
dx, dy und dt aus (14), <15) und (16) einrührt. Es wird 



(17) 



l+P' 



n 2 b - p yi + p» - log (p + Yl + p») 
Die Formeln (14), (15) und (16) bonnen nur durch Annähcnings- 
methoden integrirt werden. Eine dieser Methoden besieht in der 
Reihenentwicklung. Sie ist jedoch nur unter der Voraussetzung der 
Konvergenz der Beilien zulassig. 

Eine andere Methode besteht darin, dass man diese DilTerential- 
gleichungen nach §. 309 konstruirt. Man betrachtet für alle drei Kur- 
ven p als Abscisse, so wird x die Ordinate der Kurve (14), y die- 
jenige von (15) und t die von (16). Alle drei Kurven gehen durch 
den Punkt ^ ^ 0, y^= 0, t ^ Oy p = lg a. Sind nun lUr aulein- 
ander folgende Werthe von p ^\g a bis ^ = die entsprechenden 
Werlhe von x, y, t gefunden, so erhält man den aufsteigenden Ast der 
Kurve und die Zeit zur Erreichung irgend eines Punktes dieser Kurve. 
Sodann bestimmt man ftlr Werthe von p, welche von aus abneh- 
men, d. h. negativ werden, den absteigenden Ast, etc. 

Man erhalt auf diese Weise eine Kurve, deren Aesle nicht mehr 
symmetrisch sind zur Vertikalen ED, welche durch den höchsten 
Punkt gebt. Die VVnrfweite ist nicht mehr so gross nie für die Be- 
wegung im leeren Raum; ihr Maximum tritt auch nicht mehr für einen 
Winkel tx von 45°, sondern für einen kleinern ein. Der absteigende 
Ast neigt sich rascher gegen die Abscissenaie als der aufsteigende. 
Man denke sich die absteigende Bewegung bis ins Unendliche möglich, 
so wird das Verhältnis» -r^ = p immer grosser und zuletzt unendlich 
gross. Far diese Bewegung ist aber p negativ. Vertauscht man des- 
halb — p mit +;> in (14), so kommt 



(18) 



-dp 



-pVl + P« + log(-p + 'V 
Nun ist aber log 1 := 0; also auch 
log (1 + /»» — p^) ~ 0; allein 

, 4- p. _ p. = (vrfi^ - p) (Y r+^ + p) 

Folglich 

log cv i -f p» - p) + log ( vr^TP -f p) = 

AnritiBKiMKi, ElmvBlarbuch. 
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Hiernach wird (18) zu 

A dp 
m d X = ^ — 



Denkt man sich hierin p so gross, dass p Vi +p* mit />* ver* 
tauscht und iQg (Vi + p« -{- p) -\-2 b gegen /i* vernachlässigt werden 
kann, so wird 

j dp 

m dx:r- — — 



P" 



Das Integral dieser Gleichung ist 

(19) m X = ^ + C 

P 

Es erfolge die Bewegung in dem sehr steilen Kurventheile G H. 
Hierbei gehe die Abscisse AG' =^x* (iber in AIV^=^x und es ver- 
wandele sich p* in p^ so sind x* und p* entsprechende Wertbe des 
Punktes G. Man erhält für denselben aus (19) 

P 



Also durch Subtraktion und Division mit m 

G'H' = x-x' = -l.r-V_J_) 

m \ p p / 

Da p ins Unendliche wächst^ so nähert sich die Grösse 

' m V p' p / 



P 

mehr und mehr der konstanten Grenze 

l 



xr=x' + 



mp' 

Also nähert sich auch der absteigende Ast mehr und mehr einer 
vertikalen Geraden^ welche diesen endlichen Abstand von der Ordina- 
tenaxe hat. Diese vertikale Gerade ist mithin eine Asymptote dieses 
Astes. 

Nimmt man auch in (17) die Grösse;? negativ und so gross, dass 
der Nenner des zweiten Bruches rechts mit /i^ vertauscht werden kann, 
so erhält man 

■=Ff 

Somit ist \/ — die Grenze, welcher sich die Geschwindigkeit des 

Körpers bei der absteigenden Bewegung mehr und mehr nähert. Ad 
dieser Grenze ist der Luftwiderstand gleich der Schwerkraft. 



VIH. Aufgaben xüsn fehMringettfie getrcjungEit. 

3S4. li&igeisehwIagiigeB eiies eUstischH Stabes. Ein prismali- 
scher Stab j4 B (Kig. 125) sei in verlikaler Lage am obern Ende be- 
festigt. Am untern Ende B werde ein solches Gewicht P angehttngt, 
dass der Stab eine kleine Ausdehnung B C annimmt. In dieser Stel- 
lung sind der Widersland des Stabes und das Gewicht mit einander 
im Gleichgewicht. Wird ein zweites Gewicht angehängt, so dehnt sich 
der Stab um eine weitere Grosse C E aus. Nimmt man ^^ ^^ 
dieses zweite Gewicht ab, so zieht sich der Stab vermtlge 
seiner Elaslicitat zusammen. Diese Elaslicität wirkt beschleu- 
oigend auf das untere Ende des Stabes, bis dasselbe zur 
Stelle C zurückgekehrt ist. In C bat also das untere Ende 
seine gritssle Geschwindigkeit; folglich wird es von hier aus 
die Bewegung aufwürls um eine gewisse GrOsse CS' TotI- 
setzcn. Wenn der Modul der GlasticitHt für Ausdehnung und 
Kompression derselbe und die Elasticitat für die eintretenden 
Langenanderungen eine vollkommene ist, so wird die Verktlrzung 
C E' ^ C E. Auf die Verkürzung folgt wieder die Ausdehnung, etc., 
so dass das untere Ende auf- und abgebende Schwingungen macht, 
welche in gleichen Zeiten vollendet werdeu. Es seien 

L, q die primitive Länge u4 B und der Querschnitt des Stabes, 
a = £ C die durch das Gewicht P bewirkte Ausdehnung, 
It^ C E A\t durch ein zweites Gewicht hervorgebrachte Ausdehnung, 
x^ CD eine variable Ausdehnung, welche in der Zeit t von der 

Gleichgewichtslage C aus erreicht wird, 
e der Modul der Elasticitat des Stabes und 
g die Beschleunigung beim freien Fall der Kürper, 
so ist nach dem in §. 174 ausgesprochenen Gesetze die Kraft P, welche 
die Ausdehnung a bewirkt 

(1) P=.q^ 

Folglich die Kraft, welche dem Stab eine Ausdehnung ■^= a-\- x 
beibringt, gleich 
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Diese Kraft kann auch als Widerstand des Stabes angesehen wer- 
den, den er der Ausdehnung entgegensetzt. Forglich ist die Differenz 

(3) cq— f P=cq-p- 



der Widerstand, welchen der Stab der Bewegung des Gewichtes P 
abwärts entgegensetzt. 

Die Beschleunigung, mit welcher diese Bewegung in D erfolgt, 
sei g\ Statt dass also das Gewicht P frei herabfällt und die Beschleu- 
nigung g annimmt, bewegt es sich mit einer Beschleunigung g\ Die 
diesen Bewegungen entsprechenden Beschleunigungen verhalteo sich 
wie die Kräfte, so dass man hat 

g'-g^cq-^-.cq-^ 

d* X 

Da aber der Ausdruck für die Beschleunigung auch . g ist, so 
hat man ohne Rücksicht auf das Gewicht des Stabes 

tA\ d*x X 



dt» •* a 

Hier ist das negative Zeichen genommen, weil einer verzögerten 
Bewegung eine negative Beschleunigung entspricht. 

Man multiplicire mit 2 dx und integrire, indem man d t als kon- 
stant betrachtet, so erhält man 



(4f)"=-« 



X» 



dx 
Die Grösse -^ bezeichnet die Geschwindigkeit des Stabes in D. 

Für x= C E= by d. h. für den tiefsten Punkt wird 4f ~ ^' 
Diess giebt 

* a 

Folglich erhält man durch Subtraktion der beiden letzten Glei- 
chungen 

woraus folgt 
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Diese Quadratwurzel erhält das positive Zeichen, weil x und / 
beim Sinken von D gleichzeitig zunehmen. Durch Integration dieser 
Formel erhält man 



t = |/lArc(.in=-f) 



Die Konstante der Integration ist weggelassen , weil für o? = 
auch ^ = wird. 

Für x=^ b wird t zur halben Dauer T einer Schwingung. Die 
Schwingungszeit ist mithin 



(5) 



'V, 



Diese Zeit stimmt überein mit der Schwingungszeit eines ein- 
fachen Pendels , dessen Länge = a ist. Da nun aber a immer sehr 
klein ist, so fallen diese Schwingungen sehr rasch aus. Führt man 
den Werih von a aus (1) in (5)^ so erhält man 



.]/■ 



T= - P'^ 



geq 



325. (InerschwingnngeH eiies eUstlscken Stabes. Ein prismatischer 
Stab AB (Fig. 126) sei in horizontaler Lage am einen Ende A be- 
festigt, am andern hänge ein Gewicht P, so dass dadurch der Auf- 
hängepunkt B eine kleine Senkung B C = a annehme. Wird noch 
ein zweites Gewicht angehängt, so nehme seine Senkung um den klei- 
nen Werth C E = b zu. Wird dieses zweite Gewicht abgenommen, 
so geht der Aufhängepunkt, vermöge der Elasticität des Materials, in 
die Hohe und macht von da an um die Gleichgewichtslage C herum 
Schwingungen von gleicher Schwingungsdauer ^fjg. 126. 

und gleicher Ausweichung von C aus, unter der 
Voraussetzung vollkommener Elasticilät. 

Die Beweguug beginne vom Punkte C aus 
abwärts. Nach der Zeit t lege der Aufhänge- 
punkt einen Weg C ß = x zurück. Es sei L die Länge des Stabes 
und E das Elasticitätsmoment derselben, so ist nach §. 313, For- 
mel (8), die Kraft, welche die Senkung a bewirkt 

(1) p=4^. 

somit auch die Kraft, welche einer Senkung 5 Z^ := a -|- o: ent- 
spricht, gleich 

(2) -?:^(a+^) 




_ 374 — 

Der UnlerschJed dieser KrlAe (1) und (2) ist der WideretaDd, 
welchea der Slab der weileni Beweguug abwärts mtgegenseut. Be- 
zeichaea daher g' und g die BeschleuniguageD des Gewichtes P am 
Stab und beim freien Fall, so erhalt man ohne Rücksicht auf das Ge- 
wicht des Stabes 

3E _ 



Hiernach erhalt man, wie in der vorigen Aufgabe, als DifTerenlial- 
formel der Bewegung, indem man wegen der verzögerten Beweguog g' 
mit negativem Zeichen einrtlbrt 



somit auch als Werth T einer Schningungszeit 

SSS. SchwiH»S™ 'i>c> Ttnivkspeidels. Ein elastischer Cjlin- 
der j4 B (Fig. 127) beOnde sich in vertikaler Lage. Sein oberes 
Ende A sei befestigt. Durch das unlere Ende B gehe eine horizon- 
tale Stange mit gleichen Armen B D, B D', welche gleiche Gewichte 
tragen. Ist der Cylinder nicht verdreht, so besteht GleichgewichL 
Diese Gleichgewichtslage sei in B C. Dreht man den Arm B C in 
einer horizontalen Ebene um einen Winkel E B C = a, so wird der 
3i9. 127. Cylinder verdreh! und es ist das statische Moment 

der Kralt, welche die Fasern des Cylinders ver- 
dreht, nach §. 180, Formel (4) 

(1) -^« 

wobei r den Salbmesser und L die Lange des Cy- 
linders und e den Modul der ElasticitSt für Torsion 
— bezeichnen. Hau tiberlasse nun den Pendel in der 



Lage B E sich selbst. Nimmt alsdann der Drehwinkel a während der 
Zeit t am a — «P ab, wobei <f> den veränderlichen Winkel DBC bt- 
zeichnet, so ist jenes TorsioDsmomeot (1) nur noch 



Hit diesem statischen Moment werden die Gewichte ia D, D' 
gegen die Gleichgewichtslage getrieben. Die treibende Kraft hftrt erst 
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auf für 9) = 0^ d. h. erst in der Gleichgewichtslage; also wird die 
Bewegung bis dahin beschleunigt; jenseits der Gleichgewichtslage wird 
sie verzögert. Es entsteht eine schwingende Bewegung mit konstanter 
Scbwingungszeit und konstanter Schwingungsweite bei vollkommener 
Elasticilät des Cylinders. 

Man denke sich, sämmtlicbe schwingende Massen, unter Anwen* 
düng der Lehre vom Trägheitsmoment (§. 158) in ihren Mittelpunkt 
der Trägheit vereinigt, d. b. in einen Punkt, in welchem sie den glei- 
chen Einfluss auf die Drehung ausüben, wie die vereinzelten Massen 
(der Arme und Gewichte) in ihren jetzigen Lagen. Der Abstand die- 
ses Mittelpunktes der Trägheit von der Drehaxe sei = a und das Ge- 
wicht der in diesem Punkte vereinigten Massen = P. Denkt man sich 
das statische Moment (2) am Hebelsarm a, in der Richtung der Be- 
wegung, wirkend, so ist die diesem Momente entsprechende Kraft gleich 

Tier* 

Das Gewicht P drehe sich in D mit der Beschleunigung g\ Be- 
zeichnet daher g die Beschleunigung beim freien Fall, so müssen sich 
die Kräfte, welche auf eine und dieselbe Masse wirken, wie ihre Be- 
schleunigungen verhalten, so dass man hat 

«■ = «=2^7* = *^ 

e TT e r* 
Ist a: =^ Bogen C D ^= a^p , so wird der Ausdruck für die Be- 

d^ X d^ <l> 

schleunigung auch -jt^ = a -j-^- Daher erhält man in gleicher 

Weise wie in den beiden letzten Aufgaben 

d* y g n er* 



fp 



Bezeichnet man den konstanten Faktor von 9 rechts mit u, so 

erhält man 

d*(f u 



dt« 



^ 



Diese Gleichung stimmt der Form nach mit den Formeln (4) der 
beiden letzten Aufgaben überein. Man erhält deshalb für die Schwingungs- 
zeit den Werlh 



I V 2L 



) 
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827. SehwingVBgeH eines elastischen Mittels. Dieses Mittel (Luft, 
Aetber) habe überall gleiche Dichte. Eines seiner Theilchen werde 
durch eine momentane äussere Einwirkung in einer gewissen Rich- 
tung AB (Fig. 128) verschoben. Dadurch wird das Mittel in der 
Richtung der Bewegung verdichtet. Die dadurch vergrösserte Expan- 
sivkraft des Mittels erschöpft die Bewegung des Theilchens und treibt 
es wieder in die Anfangslage A zurück. Bei dieser rückgängigen Be- 
wegung wirkt die Expansivkraft des Mittels beschleunigend bis zum 
o.. ^^ Punkte A. Also nimmt die Geschwindigkeit bis zu 
dieser Stelle zu und es muss das Theilchen über A 
hinaus in der Richtung nach C bin sich bewegen. 
Auf dieser Seite tritt die gleiche Erscheinung ein wie 
auf Seite von B. Also schwingt das Theilchen um 
die Gleichgewichtslage A hin und her. 

Nach der Zeit t habe das Theilchen den Weg AD =^ a: von der 
Gleichgewichtslage aus durchlaufen. Der Widerstand des Mittels ist 
eine Funktion von x^ welche für o; = verschwinden muss. Würde 
man also diese Funktion in eine Reihe nach ganzen Potenzen von x 
auflösen, so dürfte kein Glied ohne o; vorkommen. Diese Reihe müsste 
also die Form haben 

Ax + Bx* + Cx» + ... 

Da nun aber die grössten Wertbe von x als sehr klein vorausge- 
setzt werden, so kann^ man annehmen, es verschwinden die Glieder 
mit der zweiten und den höhern Potenzen von x gegen das erste 
Glied. Der Widerstand des Mittels kann deshalb = Ax und die ihm 
proportionale Beschleunigung =^ k x gesetzt werden. Allein diese Be- 
schleunigung, als einer verzögerten Bewegung entsprechend, ist nega- 
tiv. Deshalb wird die DiiTerentialformel der Bewegung 
.^ d»x . 

Man multiplicire mit 2 d x und integrire, so kommt 

(4f)*=<=-- 

Nun sei die grösste Ausweichung ^if = a, so .wird die Ge- 
schwindigkeit -^ =0 für x=af diess giebt 

und durch Subtraktion 

(2) ^ = k(a«-x») 
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Hieraus folgt 

Ykdt=-M= 

wobei der Quadratwurzel das positive Zeichen gegeben wird, weil x 
und t gleichzeitig wachsen. Man integrire, so kommt 



t yr= Are r«in = -—) 



Die Integrationskonstante ist weggelassen , weil für o; = auch 
^ = wird. Gebt man vom Bogen zum Sinus über, so wird 

(3) x = a«ntV"k 

d X 

Wird diese Formel differentiirt und die Geschwindigkeit -jr mit 
V bezeichnet^ so erhält man 

(4) yzrztLYkcoBiYk 

Man könnte auch diesen Werth von v erhallen, wenn man den 
Werth von x aus (3) in (2) einführt. 

Nun sei 7 die Zeit, welche das Theilchen zu einer Hin- und Her- 
bewegung braucht, so wird es überhaupt am Anfang und Ende der 
Zeitdauer T die nämliche Stelle der Bahn in der gleichen Richtung 
passiren. Diese Zeit wollen wir hier Schwingungszeit nennen. 

Die Sinus und Cosinus von Bogen, welche um ein Vielfaches 
von 2 TT von einander abweichen, sind einander gleich mit gleichen 
Zeichen. Bezeichnet daher n irgend eine ganze Zahl und schreibt man 



2;.u + tyk=(^ + t)VT 



Vk 
so erhält man aus (3) und (4) 



(5) 



^•^Kw+0^*^ 



(6) v=ayjrcoi(-^+t)yk" 



Yk 

Setzt man hierin der Reihe nach n = 1, 2^ 3, . ., so wird die 
Zeit f je um t:^ vergrössert; dabei erhalten x und v für alle. diese 

Substitutionen gleichen Werth. Folglich ist yr= die konstante Schwin- 
gungszeit, so dass man hat 

T = 



VT 



Fuhrt man d«i Werth tod Vk aus dieser Fonnel in (&) und (6), 
so kommt 



Für * — 0, 7", 2 r, . . wird x — and v eio Maximum. Be- 
zeichnet man diesen ([rOssten Werlh, welchen das bewegliche Theil- 
chen in der Gleichgewichtstage besitzt, mit f, so erhalt man aus (8} 



Die Sinus und Cosinas rao Bogen , welche um t von einander 
abweichen, haben gleiche Werth« mit entgegengesetzten Vorzeichen. 
Lasst man daher in (7) und (8) die Zeit t um eine halbe Schwiogungs- 
dauer, also um ^ T, zunehmen, so erhalt man 



. = ..m^(t + ^j^-aria- 



Somit hat das schwingende Theilchea nach jeder halben Schwin- 
gungsieit gleichen Absland von der Gleichgewichtslage nnd gleiche 
Geschwindig keil, beides jedoch in entgegengesetzter Richtung. 

318. Besttaanf deF BlttlerH Mchtigkeit der Erde, uch C • t e ■ d t ■ L 

Es sei j4 B (Fig. 129) ein sehr dünner, prismatischer Kürper von 
Holz, an dessen beiden Enden ^ und B zwei gleiche Bleikugeln an- 
gebracht sind. In der Mitte M zwischen diesen Kugeln sei der Stab 
an einem dünnen Drahte aufgebangt, so wird der Stab eine horizon- 
tale Lage annehmen. Dreht man denselben in einer horizontalen Ebene 
in eine andere Lage A' B' und lasst ihn los, so wird er vermOge der 
Etaslicitat des Aufhangedrahtes zurückkehren und um die Gleichge- 
wichtslage j4 B hin- und herschwingen. 

3ljg 139. Man bringe nun in der Schwingungsebene, 

in einer Geraden CMD, tu gleichen Entfer- 
nungen von M, zwei gleiche Kugeln von dich- 
tem Stoffe, z. B. von Blei, in fester Lage an; 
so worden die Kugeln A, B von diesen Ku- 
geln angezogen und vermOge der Elasticitat 
des Drahtes in Schwingungen versetzt. Diese Anziehung findet stall 
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nach dem Gesetze der Gravitation , und zwar so, als wenn die Hassen 
der Kugeln in ihren Mittelpunkten vereinigt wSIren. Es seien 

a = ^ if die Entfernung der beiden Kugeln A, B von der Drehaxe, 

A = C Jlf die Entfernung der Kugeln Cy D von dieser Axe, 

a der Winkel D M B, welchen die Anfangslage M B mit der Ge* 

radeu MD bildet, 
9 der veränderliche Winkel A M A'y welchen die schwingende 
Pendelstange in der Zeit t von der Anfangslage A M aus be- 
schreibt, 
e die Beschleunigung, welche die Anziehung der Kugel A auf eine 
Masseneinheit der Kugel C hervorbringt, wenn beide Kugeln 
den Abstand 1 zu einander haben, 
m die Masse einer der Kugeln C, D ; 

so werden die Beschleunigungen, welche die Kugeln C^ /> der Kugel ^' 
beizubringen vermögen, sein 

Kugel C in der Richtung C A' = e 



Kugel D in der Richtung DA' = e 



CA« 

m 



DA 



«« 



Man zerlege diese Beschleunigungen in Seitenbeschleunigungen, 
welche senkrecht und parallel sind zur Pendelstange A* B\ Die letz- 
tern gehen für die Drehung verloren, nur die erstem entsprechen der 
Drehung. Diese sind 

sisMA'C sinMA'D 

^■" A'C» ' *■" AD» 

Die erstere dieser Beschleunigungen nimmt mit 9> zu, die letztere 
ab, sie haben also entgegengesetzte Vorzeichen. Die wirkliche Be- 
schleunigung, welche die Kugeln C, D der Kugel A beibringen, ist 

daher 

/sinMA'C sinMA'D\ 

(1) «""(,— vc^ Ä^ü^—) 

Allein die Dreiecke C M A* und DMA* geben die Proportionen 

b : A' C = sin M A* C : sin (« — q>) 
b : A' D = sin M A' D : sin (a — (4) 

Führt man hieraus die Werthe von sin M A* C und sin M A* D 
in (1), so kommt 



(2) bem.in(«^y)[-^-— y 



Hierin sind noch die AbslSode A' C uad A' D durch a, b, a, *f 
auszudrücken. Es ist fUr die schon genannten Dreiecke 

Sifl. ISO. Ä' C = ■» + b« — 2 » b CM (« — y) 

A' D» = a' + b» — 2 B b CO. A' M D 
Allein cos .*^' J/ /> = — cos (a — f); 
folglich 

A'D» = a'-|- b*4-2>bcoB(a — 9.) 
Der Seh will gungswin bei *f wird sehr klein ausfallen. Unter die- 
ser Voraussetzung bann man daher setzen 

cos (v — v) = <^> <■ — 9' ^o n 
Deshalb wird sein 

A' C = «■ + b« — 2 a b (CO« a — fäna) 
A' D» = ■• + b» + 2 a b (€0f a - v«B a) 
Setzt man zur Vereinfachung 

(3) p» = B» + b» — 2 n b CO» «i q» - n» + b« + 2 B b CO» o 

EO wird 

A' C* = p* — 2 B b V rino 

A'D» = q' + 2ab^('»iBa 
Hau erhebe diese Ausdrücke auf die Potenz — | und vernacb- 
ISssige die Glieder der Reihen, in welchen f die erste Potenz über- 
schreitet, so kommt 



J . 3ab»ina 



(5) 



A' D' ~ q« q" 

Zieht man (5) von (4) ab, nach Vorschrift von Formel (2), mul- 
tiplicirt sodann mit 

siD («■ — 7) := iIb a — if coi B 
indem man die Glieder mitfP^ vernachlässigt, und setzl zur Abkürzung 



(6) 
(1) 



Vp» q*/ Vp» q»; 



so wird der Ausdruck (2) für die Beschleunigung der Kugel A' ver- 
müge der Anziehung sein 

(8) emblb + kf) 
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Die Elasticitat des Aufhangedrahtes widersteht der Drehung mit 
einer Kraft, welche dem Torsionswinkel <p proportional ist (§. 180). 
Also wird auch die dieser Kraft entsprechende Beschleunigung der 
Grosse ^ proportional sein^ also mit n ^ bezeichnet werden können. 
Da der Einfluss der Kugeln C, D auf die Kugel B* gleich gross ist 
wie auf A\ so ist also vom Doppelten der Beschleunigung (8) die 
Grösse n 9 abzuziehen, um die wirkliche Beschleunigung zu erhalten. 

Diese Beschleunigung ist aber auch ,^ , wo x den Bogen ^ A' 

= ay> bezeichnet. Da nun d x = a d 9 und d^ x = a d* 9, so 
wird mithin die Differentialgleichung der Bewegung sein 

% 

(9) a-^- = 2emb(h + ky)-.ny 

Man muUiplicire mit 2 cf ^ und integrire, indem man d t als kon- 
stant betrachtet, so kommt 

(1 0) a (4f)' = 4embhy + (2cmbk — ii)<f« 

Die Konstante der Integration ist = 0^ weil für 9 = der Pen- 
del in der Anfangslage A M sich befindet, also auch die Geschwindig- 
keit ^-T^ daselbst = ist. 

in einer bestimmten Lage der Pendelstange halten sich der Tor- 
sionswiderstand des Drahtes und die Anziehung der Kugeln das Gleich- 
gewicht. In dieser Lage bilde die Stange mit der Anfangslage den 
Winkel 9^ Während also die Gerade A M die Ruhelage ist ohne 
Anziehung der Kugeln , so ist die Richtung , welche mit A M den 
Winkel 9>' bildet^ die Ruhelage unter Einwirkung der Kugeln. 

Setzt man y = y' in (9), so wird die Beschleunigung a-j-7^=0; 
diess giebt 

2 embk — nr= 



Führt man diesen Werth von 2 e m b k -^ n in (10), so folgt 

,A<\ /dy \* 2embh ^. , «v 

Da nun ^,^ die Geschwindigkeit bezeichnet, so muss diese 
Glosse zu beiden Seiten eines Schwingungsbogens = sein. Für 
—^ =: erhalt man aber aus (11) 

2if'if — gf* = o oder (f> (2 (p' — q) = 
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Das Produkt 9 (2 9' — 9) kann aber nur = werden , wenn 
einer der Faktoren = isL Daraus folgt 

y =r 0» (f>=z2 (ff* 

Der erstere Werth von 9> entspricht dem Anfang, der andere dem 
Ende einer Schwingung; also ist der Schwingungsbogen das Doppelte 
von der Ablenkung 9>'. 

Sondert man die Veränderlichen in (11) und nimmt für d^ und 
dt bei der Quadratwurzelausziehung gleiche Zeichen, indem 9 und t 
gleichzeitig wachsen, so wird 



Das Integral dieser Gleichung ist nach §. 70, Formel (8) 
Für ^ = ist y = ; folglieh 

0=:Arc(8m = — 1) + C 

so dass man durch Subtraktion erhalt 

For «p = 2 g>' wird t zur Zeit T einer einfachen Schwingung ; 
folglich ist 



_1/2embh n , n 



Um diese Formel zur Bestimmung der mittleren Dichte der Erd- 
masse brauchbar zu machen, sei 

L die Länge eines Sekundenpendels, 

g die Beschleunigung beim freien Fall, 

M die Masse der Erde, 

s das Gewicht der Kubikeinheit der Erdmasse von mittlerer Dichte und 

r der Erdhalbmesser der als kugelförmig gedachten Erde, 

so erhält man aus Formel (6) des §. 146 für die Länge des Sekunden- 
pendels, wenn man daselbst 7 == 1 setzt 
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und als Beschleunigung derselben durch die Erdmasse, wenn man 

eine der Kugeln A oder B als schweren Körper des Sekundenpendels 

sich denkt 

M 

Setzt man diese beiden Werthe von g einander gleich, äo folgt 

M 



(13) L;i«=:e 



x'^ 



Eliminirt man e aus (12) und (13), so erhält man 



(14) T = ll/-"-^ ^ 

^ ^ r ^ 2bhl 



L m 

Die Massen M und m sind den Gewichten der Erde und der 
Bleikugeln CyD proportional. Wir nehmen daher an, es bezeichnen 
My m die Gewichte dieser Körper, so ist 

Führt man diesen Werth von i/ in (14), so folgt der gesuchte 
Werlh 

(15) s = ^.±iL.iL.T«m 

2 7r a^' r 

Bei Versuchen, welche Gavendish von 1797 bis 1798 anstellte, 
wurde der Zoll als Längenmass und das Gewicht von 1 Kubikzoll 
Wasser als Einheit der Gewichte angenommen. Bei diesen Versuchen 
ergaben sich nach Schroidt's mathematischer und physikalischer Geo- 
graphie im Mittel 

Gewicht einer der Bleikugeln C, D == 9662,3 
Länge der Arme , . . . a = b = 36,65 

Winkel «=:13«58'26" 

Bogen (für den Radiiw = I) ^'==0,0079373 
Schwingungszeit T = 424,5 Sekunden. 

Berechnet man vermittelst der Werthe von a^ b^ a die Grossen p 
und q nach (3), sodann nach (6) die Grösse h, so erhält man 

logbrigh^: 6,53156 — 10 

Ferner hat man für das Verhältniss -— den briggischen Loga- 
rithmus 

log brig . (^\ = 3,19329 — 10 

Für diese Daten wird nach (15) 

s = 5,52 



d. h. eio Kubikzoll Erdmasse wiegt durcbscbniltlicb 5,52 mal mehr 
als 1 KubiLto)! Wasser; also ist die mittlere Dicbte der Erdmasse 
= 5,52. 

329. Scbwiigng« des Feideli I« der Lift. Es sei 

a die Lange der Pendelslange AB (Fig. 131), 

tt, y die Winkel B j4 F und C A F, um welche diese Stange im 
Anfange der Bewegung uod nacb der Zeit t von der vertikalen 
Richtung A F abweicht, 

s^aia, — ^)=^BC der Bogen, welcher vom Beginne der Be- 
wegung an vom schweren Punkt in der Zeit / durcblauren 
wird und 

g die Beschleunigung beim freien Fall der KOi-per, also 

g sin ff die Beschleunigung der Bewegung in der Ricblung der Tan- 
gente an den Schwingungsbogen in C. 

Diese Beschleunigung wird durch den Luftwiderstand vermindert. 
Dieser Luftwiderstand ist für sehr langsame Bewegungen sehr nahe 
der ersten, für rasche Bewegungen sehi' nahe der zweiten Potenz der 
Geschwindigkeit proportional. Wir setzen sehr kleine Schwingungs- 
bogen voraus, und nehmen an, es sei der Luftwiderstand der Ge- 
schwindigkeit proporlional. Also wird die Beschleunigung g sin ^ ver- 
mindert um den Beirag k -.— , worin -^ die Geschwindigkeit in C 
und k eine Konstante bezeichnet. Somit ist die Beschleunigung des 
is 
aifl. 131. ,,, d»i . d» 

Nun ist aber « = a (a — f), also 
d«= — ad^'i 4'» = — id«^ 



Vernachlässigt man in der letzten Reihe, 
wegen der Kleinheit von ^f, die Glieder von 9^' 
an, so wird (I) vermöge dieser Werlhe zu 
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Diese Differentialgleichung ist eine lineare (§. 304), weil die ab- 
hängig Variable q> und ihre Differentialverhältnisse -~-, -^-y- nur in 

der ersten Potenz und nicht mit einander multiplicirt vorkommen. 
Behufs der Integration dieser Gleichung (2) setze man 

(3) ff> = cJ^^ 

worin c und ß konstante Grössen und e die Basis der natürlichen 
Logarithmen bezeichnen. Durch Differentiation von (3) folgt 

dt — P^* » dt« —^ ^® 

% 

Setzt man diese Werthe von y, -j^, -vt|^ in (2) und entfernt 
die gemeinschaftlichen Faktoren» so kommt 

(4) ^2^^fc^_f.^0 

Diese Gleichung ist eine quadratische in Hinsicht der unbekann- 
ten Konstanten ß. Durch Auflösung von (4) ftndet man 



(5) 



.=-i±]/^-f 



Die Grösse k ist sehr klein ^ folglich die Grösse unter dem Qua- 
dratwurzelzeichen negativ. Man' setze daher zur Abkürzung 



(6) 4 = «, |/^-f = „V^ 

so geht (5) über in 

Setzt man jeden dieser Werthe von ß in die Gleichung (3), so 
erhält man auch iwei verschiedene Werthe von 9>. Man bezeichne 
sie mit ^* und (p*\ so ist 

In diesen Gleichungen sind die Konstanten e,e' der Allgemeinheit 
wegen verschieden vorausgesetzt. Jeder der Werthe ^\ 9*' ist ein 
Integral der Gleichung (2), weil jede durch Differentiation wieder auf 
(2) führt. Allein auch die Summe y' + y" leistet der Gleichung (2) 
Genüge. Daher kann man der Allgemeinheit wegen setzen 

(7) (^ = c-'»Kce"*'^^ + c'e-»^V"— 1) 

AuTBNHnMBB, Elementarbach. 25 
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Diesen Werth vod tp nennt man das allgemeine, die Werthe von 

V\ V** partikuläre Integrale von (2). 

Das Integral (7) lässt sich wie folgt umgestalten. Es ist nach 
§. 55, Formel (4) 

Hiernach wird 

Folglich ist nach §. 59, Formel (5) und (6) 

gOtV- 1 _ ^^^ nt + yri sin D t 
g— n t V — 1 __ ^jQg n t _ ^fzz\ sin n t 

Führt man diese Werthe in (7) ein, so kommt 

y = e^" '[(c + c') cos n t -h (c — c) yzi sin n t] 

oder indem man die Konstanten in den Klammern mit 9J{ und 92 be- 
zeichnet 

(8) «/' = e""^ [SK cos nt + IR sin n t] 

Das Differentialverhältniss dieser Gleichung ist 

(9) -^ = — m e"" °* ^ (On cos n t + W sin n t) 

+ ne ■"*(— SWsinnt + Slcosnt) 
Für den Anfangszustand der Bewegung ist ^ = 0, 9> = a und 
die Geschwindigkeit a -^ ^= 0. Vermöge dieser *Verthe erhält man 
aus (8) und (9) 

arz:SK5 = — mSW + nl« 

Also sind die Werthe der Konstanten 

n 
Setzt man diese Werthe in (8) und (9), so erhält mau 

(10) r/,z=ae""""*/'co8nt4--^sinnt) 

(11) l5L- ^e-^^m^ + n*) sinnt 

dt n 
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J^un ist aber nach (6) 



k" k^ <r ff 



m*=^; —ü^=:~ «--m' + n' 



4 ' 4 a ' ' a 

Vermittelst dieser Werthe wird' (11) 

(12) a^f--- ^e-'-Mnot 
^ dt n 

Die Gleichung (10) bestimmt den Werlh von 9> und (12) die Ge- 
schwindigkeit für irgend eine Zeit. 

a d tf) 

Am Ende jeder Schwingung ist die Geschwindigkeit . /^ = 0. 
Hierfür giebt (12) 

= ^e "sinnt 

n 

Diese Gleichung findet statt , wenn sinnt =^ 0, also wenn n t 
ein Vielfaches von w ist. Setzt man 

TT 

(13) nt = 7r, aUo t=: 



SO bezeichnet dieser Werth von t die Zeit der ersten Schwingung. 
Setzt man 

n t = 2 TT, also t ^=: 

n 

so bezeichnet t die Zeit der zwei ersten Schwingungen, etc. Man er- 
sieht hieraus^ dass die Zeit für jede Schwingung den gleichen Werth 
hat oder dass die Schwingungszeit konstant ist. 

Es bezeichne T diese konstante Schwingungszeit, so hat man 
aus (13) 

T— - — 



oder indem man aus (6) den Werth von n einführt 

„ TT I / a 



V' 



y 



ak« »^ 2 



D 



4g 



Denkt man sich den Luftwiderstand weg, so ist k =^ und es 
geht diese Formel über in die für kleine Schwingungsbogen in §. 146 
angegebene. Die Schwingungszeit desselben Pendels im Luft erfüllten 
Räume ist also grösser als im leeren Raum im Verhältniss von 



■V'-^ 



25 
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Es seien 9>,, 9>29 9at • • ^^^ Schwingungsbogen, welche wahrend 
der ersten, zweiten, dritten, . . Schwingung durchlaufen werden. Aus 
(10) folgt als Ablenkung der Pendelstange von der vertikalen Richtung 

furt = 
fuTt= ^ 



für t=: 



för t = 



n 

n 

37r 



9> = 


H~ 


a 






— . 


ae 


— mn 


9 = 


B 








-am 7^ 


<f- 


-- 


ae 


n 






<re 


-Zmn 


<P = 


B 



n 

Es liegen somit vom tiefsten Punkt aus links und rechts die Bogen 

för die Ite Schwingung -|- a und — a e ° 

m 7f 2m7i 

für die 2te Schwingung — « e ° und -\-ae * 

2m^ 3m7r 

für die 3te Schwingung -f- a e ° und — « e " , etc. 

Wenn man nun die Bogen rechts mit entgegengesetzten Zeichen 
zu denen links addirt, so erhält man die ganzen Schwingungsbogen. 
Diese sind somit 



y, = + «(i+e » ) 



1+e " ) 



= + tp' 



e • =-9,6 • 



y, = + «il+*e " ) 



m^ \ 2m7i %m7t 



n I ^ ^ ■ 



1 + e » ) 



e " = + %e 

m^ \ SmTT 3m^ 



e " = — %e 



Die Schwingungsbogen bilden hiernach die Glieder einer geome- 

trischen Progression, deren Exponent die Grösse — e ^ ist. Diese 
Bögen nehmen allmälig ab, so dass sich die Bewegung nach und 
nach erschöpft. 

Aus (12) folgt durch Differentiation, indem man die Geschwindig- 
keit *^ mit V bezeichnet 

dv — mt /m . 

= age 



dt 



( — sinnt — cosntj 
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Setzt man diesen Differentialquotienten = 0, so findet man den- 
jenigen Werth der .Zeit t, für Erichen die Geschwindigkeit v ein Maxi- 

dv 
mum wird. Es folgt aus -jr- = 

— sin n t — C08 n t = 
n 



Ungiit = -^=^ ^^, 



m "^ r a k' 



7t 

Wenn hierin Ä = gesetzt wird, so wird tang »f z= oo, »^ = — , 

d. h. im luftleeren Raum tritt die grOsste Geschwindigkeit in der Mitte 

der Schwingungszeit ein. Allein im lufterfüUten Raum ist k nicht = 0, 

4 2 
also auch -^-j^ — 1 nicht unendlich gross ; folglich wird tang n t 

endlich, also 72^<[y. Die grösste Geschwindigkeit findet also statt 

vor Ablauf der ersten Hälfte einer jeden Schwingungszeit. Die grösste 
Geschwindigkeit, welche wir mit u bezeichnen wollen, tritt ein, wenn 

die Beschleunigung -^ = 0, also wenn nach Formel (1) ist 

g8in9>=:ka 

oder da sin 9> mit 9> vertauscht wird, wenn 

k 
g 

Diese Ablenkung 9> der Stellung des Pendels von der Vertikalen 
bei der grössten Geschwindigkeit ist somit der Konstanten k direkt 
proportional. 

Setzt man 9> = in (10), so wird t zu derjenigen Zeit, welche 
zur Erreichung des tiefsten Punktes nöthig ist. In diesem Falle muss 
also sein 

8in n t -{- cos n t = 



n 



tang 



•■=-=-=-F*-' 



Die Grösse unter diesem Quadratwurzelzeichen ist eine sehr grosse 
Zahl, welche für k = uuendlich wird ; folglich wird der Winkel n i 

TT 

nur wenig von y abweichen, jedoch wegen des negativen Vorzeichens 

der Quadratwurzel grösser sein als y, d. h. das Pendel braucht zum 
Niedergang mehr Zeit als zum Aufgang. 



IX. ^uKgabett vibev die d^entraltretfCigting. 

3H. IMffereititIgleichiigei der Bewepie duck Ceatnlkrafte. Im 
leeren Raum erbalte ein materieller Punkt durch einen Stoss eine Be- 
wegung. Nach Beendigung dieses Stosses wird sieb der Puukt gerad- 
linig und gleichförmig fortbewegen. Ausserhalb dieser geraden Bahu 
habe eine Krad ihren Testen Sitz und »irke von dem Augenblick an, 
wo jener Stoss auntttri, konlinuirlich auf jenen materiellen Punkt Da- 
durch wird der Punkt aus seiner geraden Richtung abgelenkt und eine 
Kurve beschreiben, welche in einer Ebene liegt, die durch die ursprung- 
liche Richtung der Bewegung und durch den Sitz der anziehenden 
Kraft geht. Diese Kraft beisst Centralkraft, ihr Sitz Hittel- 
punkt der Bewegung und die Bewegung im AllgemeioeD Central- 
bewegung. 

Der Mittelpunkt der Bewegung sei j4 (Fig. 132). Man lege durch 
ihn in der Ebene der Bahn D C zwei rechtwinkelige Axen Ax, Ay 
und bezeichne mit 

3fig. 131 ^> y (l'^ Coordinaten AB, B C eines Kurvenpunktes C, 
s den Bogen D C der Bahn, welche in der Zeit t ma 

D aus durchlaufen wird, 
V die Geschwindigkeit nach der Zeit t, 
r den Abstand {Radius vector, Leitstrahl) des Punktes C 

vom Mittelpunkt und 
g die Beschleunigung, welche die Ceniralkraft dem Be- 
weglichen nach der Zeit t in der Richtung des Leitstrahls A C bei- 
bringt. 

Man zerlege diese Beschleunigung in zwei Seilenbeschleunigungen 
g — und g — , wovon die erstere parallel zu A x, die letztere paral- 
lel zu A p liegt, so wird sein , wenn man diese Beschleunigungen io 
entgegengesetzter Richtuqg zu den positiven Axen voraussetzt ' 

Erstes Keppler'scfaes Gesetz. Man multiplicire die erste 
dieser Gleichungen mit y, die zweite mit x und ziehe sie von eman- 
der ab, so folgt 

(2) :td'y-y<l'x ^^ 
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Der Zähler dieses Ausdruckes ist das Differential von xdy — ydx^ 
multiplicirt man daher (2) mit der Konstanten d t und integrirt , so 
erhält man 

xdy — ydx 

(3) ^t =" 

worin c die Konstante der Integration bezeichnet. Um die Bedeutung 
dieser Formel zu erkennen, setze man 

(4) X = r coa </<, y = r sio (f> 

so folgt durch Differentiation 

jdx = €08^dr — rsin^d^ 
Id y == sin y d r + r co« ^ d ^ 

Führt man diese Werthe von x^y^ dx, dy in (3), so kommt 

(6) r'd^f'^icdt 

Nun sei der* Sektor D A C, welcher in der Zeit t vom Leitstrahl 
beschrieben wird, = F. Dreht sich der Leilstrahl in dem Zeitelement 
d t um den Winkel d q> aus der Lage A C m die Lage A m, so 
ist die Fläche C Am gleich (nach §. 270) 

d F = i r» d (^ 

Mithin wird d F mit Rücksicht auf Formel (6) 

dF = icdt 

Durch Integration dieser Formel erhält man 

(7) ¥ = \fit 

wobei die Konstante der Integration weggelassen ist, weil t und F 
gleichzeitig verschwinden. 

Aus (7) folgt, dass bei jeder Centralbewegung die vom 
Leitstrahl beschriebene Fläche der darauf verwendeten 
Zeit proportional ist. Keppler hat dieses Gesetz (durch Be- 
obachtung der Bewegung der Planeten um die Sonne) für das Planeten- 
system zuerst ausgesprochen. 

Ausdruck für die Geschwindigkeit. Man multiplicire die 
erste der Gleichungen (1) mit dx^ die zweite mit dy und addire sie, 
so kommt 

/OY dxd^x + dyd'y B / ^ . j ^ 

(8) j^5-^ i- = — -^(xdx + y d.y) 

Hierin ist der Zähler links das Differential von 

J(dx« + dy«) 
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und die Grösse x d w -\- y dy rechts das Dißereoüal von 

« 

Deshalb geht die Formel (8) über in 

Nun ist aber d (r^) =^2 r d r, also wird die rechte Seite dieser 
Gleichung zu — g dr. Führt man diesen Werth ein und integrirt, 
wobei g als veränderlich zu betrachten ist, so kommt 

Hierin bezeichnet ^ die Integrationskonstante. Da d x^ -\- dy^ 
=i d s^ und die Geschwindigkeit v= -ry ist, so erhält man aus (9) 

(10) ▼« = A — 2j*gdr 

Vermittelst dieser Formel kann die Geschwindigkeit des Beweg- 
lichen bestimmt werden, wenn g in Funktion von r gegeben ist. 

Allgemeiner Zusammenhang zwischen dem Gesetz 
der Kraft und demderBahn. Führt man dieWerthe yoü dx, dy 
aus (5) in (9), so folgt 

Eliminirt man dt aus (6) und (11), so wird 
Durch Differentiation dieser Gleichung erhält man 

»_dr+d(-,^^j = -2gdr 

woraus folgt 

MQ^ «* c« . / dr \« 

(13) « = Tir--2d7HT^T^; 

Allein es ist 

und indem man 9) als unabhängig Veränderliche, also dg> als konstant 
betrachtet 



S«Ut Diaa diese Werihe in (13), so wird 

<»' ' = -p-[-|-+7k''*(4-)] 

Die Beschleunigung g ist aber der Centralkraft proportional. Foig- 
licli bann vermittelst der Gleichung (14) das Gesetz, oacb tvelclieni 
die Centralkrart wirkt, abgeleitet werden, wenn r in Funktion von <p 
ausgedrückt, d. Ii. wenn die Gleichung der Bahn bekannt ist. Umge- 
kehrt kann aber anch aus dieser Formel die Gleichung der Kurve ab- 
geleitet werden, wenn man das Gesetz der Kraft kennt. Die folgenden 
Aufgaben werden die Anwendung der Formel (14) zeigen. Zuerst neh- 
men wir die Bahn ah gegeben an und suchen die Wirkungsweise der 
Kraft. 

331. lei eiicr Ceatralbewegu^ gel die laki des lewegllckei eine 
gerade Llale. laa b«I1 du fieseti der Ceitrslkraft Bnchei. Diese 
Gerade sei CD (Fig. 133), der Pol A der Mittelpunkt der Anziehung, 
der Leitstrahl A D^=r; er bilde mit der festen Richtung AC den 
Winkel 9^- Die Gerade achneide auf dieser Richtung ein Stück j4C ^^ a 
ah und bilde mit a den Winkel a, so ist 

AC:AD = >lDADC:unACD 3ig. 133, 

« ; r = »Id {c( -<- y) : «n n 



Diese letzte Forme) ist die Polargleicbung der ge- 
raden Linie. Wir betrachten in ihr a und <x als konstant, r und ^ 
als veränderlich, so erhall man durch Differentiation 

Setzt man diesen Werth von rf' (--) in Formel (14) des §. 330, 
so folgt 

r« L r u nn v J 



Aus ^ = folgt aber, dass ein Korper sich nur dann in einer 
geraden Linie bewegen kann, wenn ausserhalb dieser Geraden keine 
Kraft auf den Körper wirkt. 
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332. Es bewege sieh eis materieller Pnkt Ib ftlge «iver Ceitral- 
kraft in eineM Kreise. lan seil das fieseti dieser Kraft bestimea. 

Hier ist der Leitstrahl r konstant , also d \~-\ = 0. Hierfür geht die 

Formel (14) des §. 330 über in 

c* 

y 

Hithin ist die Centralkrafl verkehrt proportional der dritten Potenz 
des Halbmessers der Bahn. 

Aus der Formel (tO) des §. 330 folgt, da r konstant, also £?r = ist 

Da aber A eine Konstante ist, so wird auch die Geschwindigkeit 
V konstant. Also ist die Kreisbewegung gleichförmig. 

Es bezeichne T die Zeit zu einem Umlaufe, so ist der Weg des 
Beweglichen in dieser Zeit 

Setzt man T für t in Formel (7) des §. 330, so wird F zur 
Kreisfläche r^?r; folglich giebt diese Formel 

r« TT ;= J c T 

Eliminirt man T aus den beiden letzten Formeln, so erhält man 
den Werth der Konstanten c =^ r v. Führt man diesen Werth von c 
in (1) ein, so kommt 



(2) g = 



▼» 



Mithin ist bei einer Kreisbewegung die Ceotralkraflt direkt propor- 
tional dem Quadrat der Geschwindigkeit und verkehrt proportional dem 
Badius der Bahn. 

Es werde ein Körper in horizontaler Bichtung auf der Erdober- 
fläche abgeworfen. Vermöge der Anziehungskraft der Erde wird er 
aus der anfänglichen Bichtung abgelenkt. Je nach der Geschwindigkeit, 
welche ihm durch die Wurfkrafl ertheilt wurde, wird er zur Erde fal- 
len oder sich in einem Kreise um die Erde herum bewegen oder sich 
von der Erde entfernen. 

Nun ist die durch die Anziehungskraft der Erde bewirkte Be- 
schleunigung 

• g = 9,808" 

und der Halbmesser der Erde annähernd 



r = 6365000 



m 
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Damit also der Körper sich in einem Kreise nm^ die E^de bewege, 
muss nach Formel (2) seine Geschwindigkeit per Sekunde sein 

V = Vgr =: V"9,808 • 6365000 = 7902™ 

Wird der Köi*per mit einer kleinern Geschwindigkeit als 7902"^ 
abgeworfen, so fällt er zur Erde. Diese Geschwindigkeit ist nahe 17 
mal grösser als die Rotationsgeschwindigkeit der Erde unter dem 
Aequator. 

333. Ein materieller Pinkt bewege sich in einem Kegelschnitt in 
Folge einer Centralkraft^ welche ihren Siti in einem Brennpunkt der 
Kurre hat. lan sali das fieseti der Kraft bestimmen. Die Gleichung 
der Kegelschnitte in Polarcoordinaten ist nach §. 269, Formel (6) 

(1) ' = Tär^ 

1 -|- e cos (f> 

worin bezeichnet: p den halben Parameter, e das Verhältniss des Ab- 

Standes der Brennpunkte zum Abstand der beiden Scheitel und (f den 

Winkel, den der Leitstrahl r mit dem Theil der grossen Axen bildet, 

welcher vom Centrum der Bewegung nach dem nächsten Scheitel führt. 

Diese Gleichung drückt eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel aus> 

je nachdem 

e< 1, e = 1, e> 1 
Aus (1) folgt 

1 1 + e cog (f 

^~ P 
. ( }^ — e gjn y d y ^ ^^ ^J^"^ — e cog y d y' 



(7)=^^^^' <«Kt) 



P 

Setzt man diesen Werth in Formel (14) des §. 330, so erhält man 

.2 



c* r 1 __ ccogyi 



1 



oder indem man obigen Werth von — einführt 



c« 



p f* 

Bei der Bewegung in einem Kegelschnitt muss somit die Central- 
kraft dem Quadrat des Leitstrahls verkehrt proportional sein. Wenn 
der Kegelschnitt zu einem Kreise wird, so ist /? = r; also geht in 
diesem Falle die Formel (2) über in Formel (1) des §. 332. 

Kopp] er hat zuerst durch Beobachtung gezeigt, dass die Plane- 
tenbahnen Ellipsen sind , in deren einem Brennpunkt sich die Sonne 
befindet und Newton zeigte, gestützt auf dieses sogenannte zweite 
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Keppler'sche Gesetz, dass die Sonoe die Planeten im umgekehrten 
Verbaltniss der Quadrate der Entfernungen anziehe. 

334. >ie Centralkraft sei ferkehrt prtportitnal dem ((ladrate des 
LeitstraUs. lan seil die tUeiciiug der Bahn ind die Bewegugsrer- 
hältnisse ableiten. Diese Centralkraft bringe demselben materiellen 
Punkte in den Enirernungen r, r* die Beschleunigungen g^ g* in der 
Richtung der Leitstrahlen bei, so wird der Voraussetzung nach sein 



g : g — ^^ ; ^^^ 



Man setze g* r*^ = k^ so erhält man als Ausdruck für die Be- 
schleuoigung 



0) % = -^ 



Hierfür wird 

(2) Jgdr = /^dr = -f + . 

worin n die Konstante der Integration sein soll. Setzt man diesen 
Werth von J gdr in Formel (12) des §. 330, so folgt 

(3) 4+4^=A-2n + ^ 

r* r* d ^* ' r 

Man setze hierin 

(4) Ä — 2ii=:/5; r= ^ 



so wird zunächst 

und somit Gleichung (3), indem man sie nach d 9 auflöst 

±cd^ 



(5) d(p = 



Vß + 2kQ — C*Q* 



k^ k* 
Man bringe unter das Wurzelzeichen die Grösse —^ ^^ so er- 

giebt sich 

i cdo 



Setzt man noch zur Abkürzung 
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so erhalt man 

(7) «•*=V== 

V y» — n2 

Denken wir uns 9> und r gleichzeitig wachsend, so werden q und 
u abnehmen. Also müssen in diesem Falle d 9> und d u entgegen- 
gesetzte Zeichen haben. Nun giebt die Integration von 

. — dn 

dy— -.. - 

die Formel 



y — y' = Are [ co8=: — j 



y 

worin — <|p' die Konstante der Integration bezeichnet. Geht man von 
den Bogen zu den Cosinus über, so wird 

(8) -^ = cos((y-yO 

7 

l Aendern sich 9> und r in entgegengesetztem Sinne, so erhalten 

d^f und du gleiche Zeichen. Statt (7) kann man in diesem Falle 

schreiben 

. — du 

woraus man durch Integration erhält, indem man die Konstanten mit 
9>" bezeichnet 

— y + 9" = Are ( cos =: — j 

(9) -- z= CO» (— 9 + q^'O — cos (y — <f ' 

7 

Setzt man tf = y, so erhält man aus (8) und (9) 
und aus (6) 

k + ViSc^ + k« 
^ c« 

Dieser Werth von g ist ein Maximum, wie aus (5) folgt, wenn man 

-^ = setzt; also ist der entsprechende Werth von r ein Minimum. 

Dieser kleinste Leitstrahl r^ ist somit 



'0 = 



c« 



k + V/Sc^ + k« 

Zählt man nun den Winkel q> — 9' = \|/ von diesem Leitstrahl 
aus, so erhält man aus (8) und (9) zugleich 

n = y cos iff 
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oder indem man die Werthe von 7 und u aus (6) einführt 

k 1 /" feä" 

also auch , wenn man wieder p = — setzt und nach r anflösst 



k 



+|/.+^ 



t+ l/l+-^co.^ 



Der Einfachheit wegen schreibe man 

(10) ^=p; l+-^ = e« 

SO erhält man 

00 r=-^-r-5 - 

1 + e CO» \p 

Diess ist die Polargleichung eines Kegelschnittes (§. 333), deren 
Pol in einem Brennpunkte liegt; der halbe Parameter desselben ist 
= p^ das Verhältniss zwischen dem Abstand beider Brennpunkte und 
dem Abstand beider Scheitel = e und der Winkel zwischen dem Ra- 
diusvektor r und seinem kleinsten Werth Tq = \{/. 

Diese Gleichung giebt eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem 
e kleiner, gleich oder grösser als die Einheit ist. Allein in der Relation (10) 

(12) ^+-1^ = ^* 

c* 
ist die Grösse -r^ immer positiv. Also wird der Ausdruck links in (12) 

kleiner, gleich oder grösser als die Einheit, je nachdem ß negativ, 

gleich Null oder positiv ist. Es entsteht somit 

eine Ellipse, wenn e<<], also fi negativ, 
eine Parabel, „ c=:I, „ ß = Oj 
eine Hyperbel, ,, e]>l, „ /3 positiv. 

Für die Parabel bat man als halben Parameter, nach (10) und (11) 



Polglich ist die Gleichung der Parabel für den Scheitel in recht- 
winkeligen Coordinaten 

« 2 c« 

Es seien «, b die halbe grosse und halbe kleine Axe der Ellipse 
und Hyperbel, so folgt aus der Lehre von den Kegelschnitten 

b* ^ B*- b* 
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Somit geben die Formeln (10) 

^*^^ tt - k • '+n^- a« 

Aus diesen beiden Formeln findet mao 

(14) »=-T' «»'=-T 

Für die Ellipse ist ß negativ, also b^ positiv; fQr die Hyperbel 
ist ß positiv, also b^ negativ, wie es sein soll. 

Die Bedeutung der Konstanten ß ergiebt sich wie folgt. Die Gleichung 
(10) des §. 330, giebt, wenn man den Werth von J gdr aus (2) einführt 

(15) y^=zA — 2n + — 

Nun bezeichne y die anfängliche Geschwindigkeit, welche dem 

Beweglichen durch einen Stoss im Raum beigebracht wurde und R 

den entsprechenden Leitslrahl, so folgt aus der letzten Gleichung 

2k 
n 

Also auch, wenn man nach (4) ^ — 2n durch ß ersetzt 

2k 

(16) ^^"^'-^ 

Nun entsteht eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, wenn ß nega- 
tiv, null oder positiv ist. Es wird daher die Bahn 

2k 



eine Ellipse, wenn V* <[ 
eine Parabel ,, V* =: 



R 

2k 



R 

eine Hyperbel ,, ^*>~r" 

Somit entscheidet die Geschwindigkeit F'y welche dem Beweglichen 

durch den Stoss anfänglich ertheilt wird, über die Art des Kegelschnittes. 

2 k 

Wenn f^^ gerade gleich ist dem Werthe -^, so entsteht eine 

Parabel. Lässt man von diesem Werthe an F*^ stetig abnehmen bis 
Null oder stetig zunehmen bis unendlich, so entstehen unendlich viele 
elliptische oder hyperbolische Bahnen. Man kann daher unendlich viel 
gegen 1 wetten, dass materielle Punkte im Raum, welche sich in Folge 
der Gravitation bewegen, eher elliptische oder hyperbolische als para- 
bolische Bahnen haben. 

Zieht man (16) von (15) ab, so folgt zur Bestimmung der Ge- 
schwindigkeit 
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(17) ^«::z.V« + 2k(-i ^) 

Setzl man den Werth von ß^=A — 2n aus (14) in (15), so kommt 

(.8) '' = Kf-t) 

Nun werde die elliptische Bahn zu einem Kreise vom Halbmesser 
jR, so wird in der letzten Formel r =^ a = R. Bezeichnet man den 
korrespondirenden Werth von v mit J^,^ so folgt aus (18) 

Ir 



R 

Dieser Werth von f^,* ist zweimal kleiner als derjenige von f^*, 
welcher eine Parabel zur Folge hat. Lässt man daher F', wachsen 
bis f^VT und abnehmen bis auf Null, so erhält man Gruppen von 
elliptischen Bahnen, zwischen denen der Kreis liegt. 



335. ABweidug auf die Bewegung der ÜBnehkörper. Es seien 
M, m die Hassen der Sonne und eines Planeten. Diese Körper ziehen 
sich an, wie wenn ihre Massen in ihren Mittelpunkten vereinigt wären. 
Die Entfernung dieser Mittelpunkte sei r. Ferner bezeichne f die An- 
ziehung zweier Masseneinheiten in der Entfernung 1 von einander, 

so ist nach dem Newton'schen Gesetze der Gravitation /*--ö-dieAn- 
Ziehungskraft der Sonne und des Planeten; folglich/*^ die Beschleu- 

nrgung, welche die Sonne jeder Masseneinheit des Planeten und f-^ 

die Beschleunigung, welche der Planet jeder Masseneinheit der Sonne 
in der Richtung des Abstandes r ertheilt. Denkt man sich die Sonne 
ruhend, so nimmt der Planet in der Bichtung von r die Summe dieser 
Beschleunigungen an, so dass seine Beschleunigung sein wird 

Setzt man diesen Werth gleich der Grösse g in der Formel (1) 

des §. 334 

k 

so folgt als Werth der Konstanten 

(1) k = f(M+ni) 

Setzt man diesen Werth von k in die Formeln des §. 334, so erhält 
man ^ie Elemente der Bahn und der Bewegung des Planeten mit Rück- 
sicht auf die Massen. Da aber die Bahnen der Planeten geschlossene 
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Kurven, also Ellipsen sind, so soll hier nur noch für diese Bahnen 
die Zeit zum Durchlaufen irgend eines Bahntheiles ermittelt werden. 

Man eliminire aus den Gleichungen (3) des §. 334 und (6) des §. 330 : 

c« , c«dr« . o _j_ 2k 
r* ' r*d<^* ' r 

r' d y — c d t 

die Grösse rfy, so folgt, wenn man A — 2w =^ ß setzt und nach 
d t auflöst 



(2) dt 



V"/S r« + 2 k r - c« 

Den Scheitel der Ellipse, für welchen r ein Minimum ist, nennt 
man Perihel, den andern. Äphel. Man zahle die Zeit t vom Perihel aus. 

Bewegt sich der Planet von diesem Scheitel zum Aphel, so wächst 
r mit t und es ist somit für diese Bewegung das obere Zeichen in 
(2) zu nehmen. 

Für die Ellipse liegt r immer zwischen der halben kleinen und 
halben grossen Axe; man kann daher setzen 

(3) r = a (1 — e co» n) 

worin a die halbe grosse Axe, e das Verhaltniss zwischen dem Abstand 
der Brennpunkte und dem der Scheitel und u eine Variable bezeichnet. 
Hieraus folgt 

(4) d r = a e sin u d ii 

s 

Setzt man noch nach den Formeln (1 4) und (12) des §. 334 

Ä = — - C»rr:ak(l— e«) 

a 

SO erhält man durch Verwendung von (3) und (4) 

rdr = a«e(l — e cos u) sin ii d u 
/5 r« + 2 k r — c« = a k e« sin «u ^ 

indem man nämlich (1— ecosw)* entwickelt und cos^m=1 — sin *m 
setzt. Führt man diese Werthe in (2) ein, so kommt nach der obigen 
Voraussetzung 

dt = al/r-(l — ecosu)du 

Das Integral dieser Gleichung ist, wenn man mit l* die Integra- 
tionskonstante bezeichnet 



— F^(" 



t + 1' ~ a 1/ r- (ii — e sin u) 
AuTEKHEiHBR, Elementarbiich. 26 
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Für u = ist nacli (3) r =^ a {\ — e). In diesem Falle befin- 
det sich der Planet im Perihel. Somit ist fOr f/ = auch ^ = 0. 
Diess giebt /' =■ 0. Die vorstehende Gleichung wird daher 



II ^ a 



(5) a" r ä" ~ " ~ ® "" " 

Diess ist die gesuchte Gleichung. Für irgend einen Werth von r 
kann vermittelst (3) der Winkel u und somit die Zeit t berechnet wer- 
den. Ueberhaupt können vermittelst der zwei Formeln (3) und (5) je 
zwei der Grössen r, u, t bestimmt werden, wenn man die dritte kennt. 

Die Zeit, welche ein Planet zu einem Umlauf braucht, sei T. 
Lässt man in (5) den Bogen von y/ = bis u = 2 w wachsen , so 
wächst / von ^ = bis t ^= T. Für eine Umlaufszeit wird daher die 
Formel (5) 



TT/? 
Bfn. 



- =2n 



Setzt man hierin den Werth von k aus (1), so folgt 

4 TT* a' 



(6) 



■2 



f(M+ni) 

Somit hängt die Unilaufszeit T eines Planeten nur von der gros- 
sen Axe seiner Bahn und von der Masse der Sonne und des Planeten 
ab. Würde sich ein Körper von der gleichen Masse m des Planeten 
in einem Kreise um die Sonne bewegen, dessen Badius =a ist, so 
hätte er gleiche Umlaufszeit mit dem Planeten. Und da die Bewegung 
jenes Körpers im Kreise gleichförmig ist (§. 332), so ist seine Ge- 
schwindigkeit die mittlere von der Geschwindigkeit des Planeten. i 

Es seien T, m\ a* Umlaufszeit, Masse und halbe grosse Axe der 
Bahn irgend eines Planeten, so folgt aus (6) 

__ 4 TT« a-» 

"" f(M + in) 

Dividirt man Gleichung (6) durch die letzte, so folgt 
n\ ZI— J^ M + m- 

Wenn somit m = m! oder wenn m und m* gegen M vernach- 
lässigt werden können, so verhalten sich die Quadrate der 
Umlaufs Zeiten zweier Planeten wie die dritten Potenzen 
der grossen Axen ihrer Bahnen. Keppler hat dieses Gesetz 
durch Beobachtung gefunden, wobei er allerdings die Massen der Pla- 
neten nicht berücksichtigte. Es enthält demnach die Formel (7) das 
berichtigte dritte Keppler' sehe Gesetz. 
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X. Jitt|gab^ über &u Wmnt. 

336. WarmeleitiBg in einem prismadsehen Stabe. Einem dünnen 
prismatischen Stabe werde am einen Ende Wärme mitgelheilt. Diese 
Wärme pflanzt sich im Stabe fort und vermindert sich durch Verluste 
an die umgebende Luft. Man soll das Gesetz der Teniperaturabnahme 
von einem Ende des Stabes nach dem andern hin bestimmen. 

Das Ende ^ des Stabes (Fig. 134) nehme von irgend einer 
Wärmequelle her in gleichen Zeiten gleiche Wärmemengen auf, so 
dass sich die Wärme über den Querschnitt in ^ gleichförmig vertheile; 
ferner werde die Temperatur der umgebenden Luft, etwa durch Hinzu- 
strömen neuer Luft, konstant auf Null erhalten. Nach einer gewissen 
Zeit muss in der Bewegung der Wärme durch den Stab der Befaar- 
rungszustand eintreten, so dass die Temperatur in einem und dem'- 
selben Querschnitt des Stabes konstant bleibt. Es seien 

a die Seite des quadratischen Querschnittes des Stabes, ^^fl- ^34. 
X =^ A m der veränderliche Abstand eines Quer- 
schnittes durch den Stab von der Wärmequelle aus^ 
T, t die Temperaturen in A und m. 

Die Temperatur t ist eine Funktion von x. Nimmt x um dx=^mn 
zu, so vermindert sich t vermöge der Abkühlung um d L Zwischen 
den Querschnitten in m und n liegt ein Prisma vom Querschnitt a* 
und der Länge d x. Wegen dieser geringen Länge kann angenommen 
werden, es bewege sich die Wärme gleichförmig längs des Weges d x. 
In diesem Falle ist aber die durch den Querschnitt in m per Sekunde 
gehende Wärmemenge proportional dem Querschnitt a*, der Differenz 
d t der Temperaturen in m und n und verkehrt proportional der Länge 
d X des Prismas. Bezeichnet k eine von der Natur des Stabes ab- 
hängige Konstante, so ist also die in der Sekunde durch den Quer- 
schnitt in m gehende Wärmemenge 

dx 

Lässt man hierin x in x-\~dx, also ^ in t — dt übergehen, 
erhält man, da ^/^ o; = gesetzt wird 




so 



dx Vdx dx/ 



26 
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als Ausdruck für die Würmemenge, welche durch den Querschnitt in 
n gleichzeitig geht. Die Differenz 



ka' 



dx 



dieser Wärmemenge ist offenbar gleich derjenigen Wärme, welche 
die Obeiüäche des Prismas m n durch die Abkühlung in gleicher Zeit 
verliert. 

Nun ist aber dieser Wärmeverlust proportional der sich abkühlen- 
den Oberfläche ^ad x und der Temperatur t des Prismas. Wenn 
also h den Wärmeverlust bezeichnet, welchen ein Prisma von dersel- 
ben Substanz, von der Oberfläche 1, bei der Temperatur von 1 Grad, 
in der Zeiteinbeil erleidet, so ist der Wärmeverlust des Prismas mn 
in derselben Zeit = 4Aa/£fa;. Mithin erhält man folgende Gleichung 

a* k — i — = 4 h a t d X 
d X 

^'^ dx» ak 

Multiplicirt man diese Gleichung mit d f, so kommt 

(2) i^ilL^iJL.tdt 

dx' ak 

Allein es ist d t d^ t= ^ d(d t)^; folglich erhält man durch In- 
tegration von (2) 

indem man mit b die Konstante der Integration bezeichnet. Hieraus 
folgt 

(3) dx:-- ^' 



y 



b + ^t« 
ak 



Von den beiden Vorzeichen, mit welchen hier die Quadratwurzel 
behaftet ist, muss nur das negative genommen werden, weil t ab- 
nimmt, wenn x wächst. Das Integral von (3) ist nach Formel (2) 
des §.72 

Um die Konstante c zu bestimmen, setze man x = 0. Dadurch 
wird t zu T. Für diese Werthe erhält man also 



= 



Vjr'"'(T^+F'+T^^-)+ 
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Zieht man diese, Gleichung von der vorigen ab, so kommt 



= K nr "" 1/41, .1/. . 41, 



Man dividire mit 1/^ und gehe von den Logarithmen zu den 
Zahlen über, so wird 

■Kl T^f+i/^-^if^ 

Der Zähler rechts ist eine konstante Grösse. Bezeichnet man sie 
mit q, so erhält man hieraus 

->i/r 



l/'+4r-=-F^+'- 



h 
k 



Wird diese Gleichung quadrirt, so heben sich die Glieder mit t^ 
auf' und es wird 



= ->2qt|/i^e-"l^^^+q^e- 



Dividirt.man mit dem Faktor von t und bezeichnet mit /4 und 

B die konstanten Paktoren der vorkommenden Exponentialgrössen, so 

erhält man _ 

(4) 



t=Ae l^»^ 4 Be ^ ^ 



Um die Werthe der Konstanten ^ und B zu ermitteln, setze 
man zunächst o; == oo. Dadurch muss die Temperatur t unendlich 
klein werden. Der erste Th eil rechts in (4) wird hierbei in der That 
unendlich klein, während der zweite unendlich gross ausfällt. Folglich 
muss B = sein. Hiernach Folgt aus (4) 



r'V 



4h 

ak 



Setzt man hierin x==0, so muss t in T übergehen; folglich ist 
^ = T. Somit wird die Temperatur t in der Entfernung a? von der 
Wärmequelle sein 

(5) t = Te y ^^ 



— 406 — 

Gesetzt man beobachte in den Abständen x, und x,, von der 
Wärmequelle die Temperaturen t, und t,, im Stabe, so ist nach (5) 



t,=.Te '1/«'; t„ = Te '' l/»«^ 



Man dividire diese zwei Gleichungen und nehme die Logarithmen, 
so erhält man nach einer einfachen Reduklion 



Fti __ log t, — log t,, 1 / 
K Xff X, j 



Durch diese Relation kann das VerhäUniss -x- zwischen dem Ab- 

k 

kühlungs- und Leituugsvermögen der Substanz ermittelt werden. 



Verbesserungen. 






1 > 



»» 



Seite 2, Zeile 24 lese man f(x, y) = statt f (x, y). 
3, Z. 12 I. m = a* b« »t. = a^ b. 
44, Z 12 I m u„^i St. u„4-l. 

48, Z. 7 I. m. 284 st. 294. 

54, Z. 4 l. in. (yV in* st. ^y j m*. 

68, Z. 14 I. m. na^ I ., st. n a^ / r. 

J Ya^ — X* jYa*— X« 

„ 84, Z. 1 u 9 I. m. (l +-4^yy »t (l + ^^y) 

„ 96, Z. 14 I. m. y* st. x* 
„ 144, Z. 5 1. m. 424 st. 427. 

„ 222, Z. 3 I. m. + (loga)»-^ st. (loga)' -^. 

„ 224, Z. 30 l. m. 180 — (A+B) st. A + B. 

„ 239, Z. 22 I ra. (x — a)» st. y — a. 

„ 260, Z. 2 I. m. X -f d x — a St. y + d X — «. 

„ 279, Z. 7 I. m. b« C ^^^rxi »^- T "^^ „ . , 

,, 282, Z. 6 I. m. c = — 1 St. c=: I. 
,, 286, Z. 22 1. m. 2z„ st. 2 z,. 
„ 327, Z. 13 I. m. (5) st. (1). 



X« a« X« 



„ 332, Z. 9 I. m. y + -,^ - — ^, st. y + ^^ - = a. 

^ ^ Ya* - X« Va*-x« ^ Ya« - x^ 

„ 334, Z. 3 V. u. I. m. )ri:0 st. =0). 

„ 335, Z. lOl.m [log(y + Y7+7^)- c+x][ log(y + Yrfp)-c'-x] = 

st. 2log(y + 'Va+y«)=r(c-x)(c'+x). 
„ 349, Z. 1 V. u. 1. m. c« y« st. e* y«. 
„ 362, Z. 9 I. m. 2 g V t sin « St. 2 V t sin a 
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